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| 说 明 
i 此 从 书 是 以 数学 、 计 算数 学 .概率 统计 及 有 关 专 业 的 高 年 。 
TO 级 学 生 、 研 究 生 、 青 年 教师 及 数学 研究 工作 者 为 读者 对 象 的 出 | 
8 版 物 从 书 特点 是 内 容 新 颖 ,力图 反映 现代 数学 的 新 成 就 ,级 。 
5 述 精练 , 约 相当 于 一 学 期 周 学 时 为 3 的 研究 生 课程 的 取材 我 。 
和 们 编辑 出 版 此 从 书 的 主要 目的 是 为 了 适应 我 们 国家 培养 研究 | 
生 的 需要 ,同时 ,又 可 作为 数学 及 有 关系 科 高 年 级 选修 课程 的 
上 参考 书 , 为 提高 本 科 生 的 教学 质量 贡献 一 份 力量 i 
"| 我 们 诚 县 地 希望 . 广大 合 者 对 于 书目 的 化 择 , 内 容 的 取 i 
材 提 出 宝贵 意见 ,作为 我 们 今后 出 版 或 再 版 时 的 参考 | 
id F 
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内 容 简 介 


模 形式 理论 是 现代 数学 的 一 个 重要 分 支 , 它 在 函数 论 、 李 群 表 示 论 、 数 
论 . 儿 何 . 通讯 等 分 支 中 都 有 广泛 的 应 用 模 形式 可 分 为 解析 的 与 非 解析 的 两 
大 类 ,解析 模 形 式 起 源 于 20 世纪 20 年 代 , 目 前 已 至 完善 , 非 解析 模 形 式 ( 又 
称 疲 动 形式 ) 则 是 较 晚 发 展 起 来 的 , 它 在 现代 物理 学 中 有 更 重要 的 应 用 这 两 
类 模 形 式 在 许多 方面 有 类 似 之 处 但 非 解析 的 情形 有 其 特殊 的 困难 之 处 . 

本 书 从 上 半 平 面 上 的 非 解析 模 形 式 着 手 , 对 迹 公 式 的 理论 与 方法 进行 了 
系统 地 介绍 ,特别 是 对 模 形 式 的 国内 外 研究 概貌 及 研究 成 果 , 其 中 包括 作者 
大 量 的 研究 成 果 给 予 了 详实 的 讲述 . 全 书 共 分 七 章 , 内 容 包 括 ，Maass 波动 
形式 、Selberg 迹 公 式 .GL(2) 群 上 的 迹 公 式 ,Kuznetsov 迹 公 式 、 相 对 迹 公 式 
(几何 部 分 )、 相 对 迹 公 式 ( 谱 分 解 部 分 ) 等 ,并 在 附录 中 介绍 了 进 数 域 为 了 
尽 可 能 从 相对 初等 的 角度 来 引导 读者 进入 这 个 领域 ,从 而 对 数论 中 的 模 形 式 
与 群 表示 理论 有 所 了 解 , 本 书 重 点 讨论 了 模 形 式 与 迹 公 式 的 最 简单 的 情 倪 

本 书 可 以 作为 高 等 学 校 数 学 专业 研究 生 教材 ,也 可 供 高 等 学 校 数学 专业 
高 年 级 学 生 、 青 年 教师 ,以 及 数学 工作 者 参考 


本 书 承蒙 王 元 教授 封面 题写 书 名 ,特此 致谢 。 


叶 扬 波 
2001 年 7 月 于 北京 
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年 在 靖 华 大 学 应 用 数学 系 本 科 毕 业 , 后 在 美国 哥伦比亚 
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以 分 析 方 法 研究 .解决 数论 问题 已 有 数 百 年 的 历史 ,并 形成 了 
解析 数论 这 一 数论 的 重要 分 支 . 但 是 以 分 析 方 法 研究 数论 并 不 局 
限于 古典 解析 数论 ,例如 本 书 第 一 章 所 要 介绍 的 非 解析 模 形 式 理 
论 ,就 需要 利用 泛 函 分 析 的 工具 来 得 到 非 欧 Laplace 算 子 的 谱 分 
解 . 更 进一步 ,通过 对 上 半 平 面 中 的 不 变 微分 算 子 与 不 变 积 分 算 子 
的 研究 ,Selberg 提出 了 Selberg 迹 公 式 的 理论 与 结论 . 利用 这 个 
Selberg 迹 公 式 可 以 推出 非 欧 Laplace 算 子 特征 值 的 分 布 估计 [Al 
时 也 可 看 出 非 欧 Laplace 算 子 特 征 值 的 分 布 与 素数 分 布 的 类 似 性 . 

Selberg 并 没有 给 出 他 的 迹 公式 的 证 明 , 因 此 在 此 后 若干 年 时 
间 许 多 数学 家 都 在 试图 以 不 同 的 方法 补 出 Selberg 迹 公式 的 证 
明 , 这 大 大 地 促进 了 迹 公 式 理论 的 发 展 , 本 书 在 这 方面 着 重 介绍 了 
群 GL(2) 上 的 迹 公 式 , 而 这 个 迹 公 式 在 可 简约 代数 群 上 的 推广 及 
其 与 扭曲 迹 公 式 的 比较 ,是 当今 迹 公 式 理论 中 很 活跃 的 一 个 课题 ， 
其 重要 性 是 这 个 迹 公 式 可 以 用 来 研究 并 可 能 最 终 证 明 Langlands 
的 群 表示 函 子 性 猜想 ， 

对 积分 算 子 的 核 函 数 计算 双重 Fourer 系数 可 以 得 到 
Kuznetsov 迹 公式 ,这 里 所 谓 的 计算 是 指 对 核 函数 的 积分 的 几何 
部 分 进行 计算 然后 对 其 谱 分 解 部 分 再 进行 计算 , 通过 对 核 函 数 中 
的 函数 进行 特殊 的 选取 ,或 取 某 种 类 型 的 极限 ,我 们 可 把 几何 部 分 
表示 成 Kloosterman 和 的 一 个 加 权 平 均 . 此 时 对 迹 公 式 的 谱 分 解 
部 分 进行 估 信 ,就 可 得 到 Kuznetsov 对 Kloosterman 入 (m,n，,c) 
的 加 权 和 的 估计 
K(m,n,c) 


= O(2™logx), 
lc 


如 果 上 式 右 端的 舍 计 可 以 改进 为 OC), WARE Linmk 猜想 了 . 
1 


受到 群 上 迹 公式 与 Kuznetsov 迹 公式 的 启发 ,Jacquet 等 人 指 
出 了 相对 迹 公 式 的 概念 . 这 里 的 相对 迹 公 式 实 际 上 是 两 个 迹 公式 
之 间 的 一 个 等 式 ,其 一 端 往往 是 Kuznetsov 迹 公 式 或 其 推广 , 另 一 
端 则 是 对 积分 算 子 的 核 函 数 进行 新 的 一 类 积分 ,而 这 两 端的 核 函 
数 是 在 不 同 群 上 的 积分 算 子 的 核 函数 . 这 样 的 相对 迹 公 式 可 以 用 
来 研究 不 同 群 上 的 Langlands R THERE. 

在 相对 迹 公 式 的 证 明 过 程 中 ,往往 会 出 现 Kloosterman 和 或 
其 推广 与 另外 一 种 新 的 指数 和 之 间 的 恒等式 . 可 以 看 出 这 些 指数 
和 恒等式 与 Langlands 函 子 性 有 密切 的 关系 ,而 这 种 关系 可 能 就 
是 群 表示 的 函 子 性 在 数论 尤其 是 解析 数论 中 的 表现 形式 ， 

以 上 这 些 都 是 以 分 析 的 方法 研究 数论 的 例子 ,由 此 我 们 可 以 
认为 当代 的 解析 数论 的 研究 领域 比 古 典 解析 数论 要 宽广 得 多 . 将 
这 些 新 的 研究 领域 介绍 给 读者 ,尤其 是 对 解析 数论 有 兴趣 、 有 研究 
的 读者 ,是 本 书 创意 时 的 一 大 目的 . 由 于 作者 水 平 有 限 , 这 个 目的 
是 否 能 有 效 的 达到 ,行文 中 是 否 有 不 完善 的 地 方 ,还 请 专家 指正 . 

1996 年 春 在 北京 大 学 与 1997 年 春 在 山东 大 学 分 别 举办 了 近 
代数 论 研讨 班 , 我 在 研讨 班 上 讲 了 模 形式 与 迹 公 式 , 本 书 就 是 在 当 
时 的 讲稿 上 发 展 而 成 . 本 书 的 附录 是 我 1999 年 在 香港 大 学 李 群 研 
讨 班 上 的 讲稿 . 在 此 我 对 北京 大 学 .山东 大 学 与 香港 大 学 对 我 的 热 
情 支持 与 接待 表示 感谢 . 

北京 大 学 数学 学 院 赵 春来 教授 仔细 审阅 了 全 部 书稿 ,并 对 书 
稿 中 多 处 内 容 提出 了 许多 很 好 的 修改 意见 :北京 大 学 出 版 社 刘 勇 
先生 对 本 书 细 核 原文 , 标 立 目次 . 他 们 两 位 对 本 书 的 出 版 倾注 了 大 
量 的 心血 ,付出 了 辛勤 的 劳动 ,其 严 灌 认真 的 态度 ,使 我 大 为 感动 . 
在 此 向 他 们 表示 衷心 的 感谢 ,“ 重 劳 心 力 , 尤 所 感 愧 ”. 

最 后 对 我 的 妻子 钱 放 为 本 书 的 写作 所 给 予 的 支持 与 理解 表示 
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2001 年 1 月 于 依 阿 华 大 学 


第 一 章 
§1 
§2 
§3 
§4 
§5 
§ 6 
$7 
§ 8 
§9 
§ 10 
$11 
$12 
§ 13 
§ 14 
§ 15 
§ 16 
$ 17 

第 二 章 
§1 
§ 2 
§ 3 
§4 
§5 


引言 
Maass 波动 形式 


RIIE Fourier 级 数 pe 
JERK Laplace 算 子 的 谱 分 解 一 一 泛 画 分 析 ee 
YS OE Gee 


Maass rean E E AA T A ETTA 
TETTEIT ETTETTETTETTETTETIETTETTETIETLELTETT (1) 


子 空 间 Zu 名) 上 的 特征 值 本 
Eisenstein 级 数 的 Fourier 展开 ee 


Eisenstein 级 数 的 解析 延 拓 及 性 质 
在 Riemann -函数 上 的 应 用 
非 欧 Laplace 算 子 的 谱 分 析 


Eisenstein 级 数 


Hecke 算 子 eeeessseeosesessasaoesoeseesoseeseseseessaeseeeses 
Hecke 算 子 的 交换 性 人 


Hecke ATHAM “ee 


Hecke 算 子 在 Maass REH EM cee ces cee cee cscecenenens 
Hecke 算 子 的 对 角 化 ee ee 
尖 点 形式 Fourter AHigh cee ere eee eee cee errs sen ane ens 
Hecke 算 子 在 Eisenstein 级 数 上 的 作用 cosets eee cee cee ene 


Selberg 迹 公 式 … 
不 变 算 子 


微分 算 子 与 积分 算 子 站 
Selberg 变换 enseaonnsn emaereosat en eerste sn 上 nee. 
不 变 积 分 算 子 的 谱 分 解 asoeneeeoe dtr san nd see ot ere or 
不 变 积 分 曾子 在 连续 谱 上 的 作用 PTETTYTETIETITETTEITI ces 


§ 10 
§11 


第 四 章 


第 五 章 


不 变 积分 算 子 在 离散 谱 上 的 作用 seo 
Selberg 迹 公 式 . 

尖 点 形式 的 存在 性 ee TOeT ee TOOL Ie ierrrrietrerrerreri rir rrr) 
赋值 向 量 环 MTETTETTETTETTETTETIEITEIIETTETTETIEITELIETIEITELT 
自 守 形式 
H SPRER er ererereeresreecneseuenoseesesseceeone TETTETETT 


RAT TPT STI STIS TOTTI PTI etre Tree nn 


Eisenstein 级 数 cor cee cre cesses ces ceccnc ee 
核 函 数 的 谱 分 解 esossetanaseanosesseotas eras esse 
迹 公 式 中 的 截 算 子 TT 
迹 公 趟 的 几何 部 分 ee 


迹 公 式 的 最 后 形式 seeeeeeseeeeaeseseeeegeeseeseseeeseesesseae 


四 元 数 代 煞 。，…。%。。，。，， eeaegessssea4aseesesesaseseeas 
迹 公式 的 比较 0 
Kuznetsov 迹 公 各 cee cee csc ceccce cee cec ce cencascceacnene 
ERRA seve 
局 部 积分 aoeneostsesesssnsesess ee or .an ob error en 
Kloosterman 和 与 迹 公式 ee ee 
谱 分 解 部 分 coe cee cee ces ceccnsccesep ene etereee 
ZE Kloosterman 和 上 的 应 用 cosececsecce cence ccc esecnenee 
FERPA TR CTL AT BBG) cre cee cee cee cee cee cence cee ccn eee 
二 次 扩 域 上 GL(2) 群 的 相对 迹 公 式 pe 
轨道 积分 serenenosonaoosctosetsos 
基本 引 理 ， es eeees 
EAP OPTI erEerrerrerrerrerirrre terre rier isis a one 
指数 和 展开 ceccce cee cescnccer cence cecccecceccsscccceceeses 
基本 引 理 的 证 明 (o AP BR) pe 


(58) 


. (61) 


(66) 
(72) 
(72) 


* (78) 


(82) 
(85) 
(87) 
(89) 
(92) 
(94) 
(99) 
(101) 
(103) 
(108) 


+ (108) 


(111) 
(114) 
(118) 
(122) 
(124) 
(129) 
(129) 


+ (134) 
< (138) 


(143) 
(144) 
(151) 


$7 基本 引 理 的 证 明 (o 不 分 裂 ) oo 
S8 指数 和 关系 pe 
§ 9 I, HY Shalika Ef JEFF oo 
* (170) 
> (178) 

$13 ”GL(3) 及 其 他 群 上 的 恒等式 cer cre ee en con cence censor eee 
第 六 章 “相对 迹 公式 ( 谱 分 解 部 分 ) pp 
> (188) 
* (195) 
. (200) 
+ (205) 
附录 bp 进 数 与 p HEM babe ne cee cee cence cencnseen ene ene nar eneeee 

$1 户 进 整 数 ee 

$2 户 进 数 域 eestor 

$3 Op HJI I cor eee ceeceecnecen cee son ser tr 
> (233) 

§ 5 特征 ee。 
E d 
E T E E 


§ 10 J 的 Shalika FEF 

§12 GL(2) 群 上 的 恒等式 

$ 1 核 函 数 KLARA 

8 2 Raisenstein 级 数 上 的 截 算 子 


§3 RW Kewl AD 
§4 ”相对 迹 公 式 的 比较 


§ 4 了 尹 进 咸 的 结构 


(153) 


> (162) 


(165) 


(174) 


(183) 
(188) 


(209) 
(213) 


… C217) 


(217) 
(223) 
(229) 


(235) 
(240) 
(248) 
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提起 模 形式 的 理论 大 家 首先 想到 的 是 解析 模 形 式 , 即 作为 z 
的 一 个 函数 ,其 定义 在 上 半 平 面 总 ={zEClIm(z)>0} 上 ,在 
SL(2,Z) 或 其 某 一 个 算术 子 群 的 作用 下 不 变 或 满足 某 种 “ 模 ” 的 性 
质 , 并 且 在 名 上 包括 无 穷 远 点 处 都 全 纯 . 对 于 解析 模 形 式 的 参考 
书籍 可 见 参 考 文献 [21],[91]. 在 本 章 之 中 ,我 们 不 考虑 这 种 解析 
模 形式 我 们 要 讨论 的 是 20 世纪 40 年 代 末 由 Maasst1 所 引进 的 
非 解 析 模 形式 理论 在 以 后 的 几 章 中 我 们 再 进一步 介绍 
Selberg” žE Maass 工作 的 基础 上 所 建立 的 迹 公 式 ,Kuznetsorv 的 
公式 以 及 近年 来 发 展 起 来 的 相对 迹 公 式 . 通过 这 几 章 的 讨论 ,读者 
可 以 看 出 非 解析 模 形 式 对 于 各 种 不 同类 型 的 迹 公 式 发 展 中 所 起 的 
基础 性 的 作用 ,并 对 模 形式 理论 近代 的 发 展 及 其 在 数论 中 的 应 用 
有 一 个 总 体 的 概念 . 

非 解 析 模 形式 又 常 被 叫做 Maass 波动 形式 ,我 们 或 简称 其 为 
Maass 形式 , 这 里 “波动 ”二 字 来 源 于 非 解析 模 形 式 f(z) 作 为 上 半 
平面 总 上 的 函数 ,是 非 欧 Laplace 算 子 的 一 个 特征 函数 , 在 欧 氏 几 
何 中 这 对 应 于 振动 膜 的 特征 值 问题 . f(z) 对 于 z€E 8 来 说 不 是 一 
个 解析 函数 ,而 仅仅 是 > 的 实 部 与 虚 部 的 实 解析 函数 . f(z) 所 满 
足 的 男 一 个 重要 条 件 是 其 在 SL(2,2Z) 的 一 个 算术 子 群 工 的 作用 
下 不 变 , 或 更 一 般 的 ,其 在 SL(2,R) 的 某 一 个 不 连续 子 群 工 的 作 
用 下 不 变 . 在 后 一 种 情况 下 ,我们 主要 考虑 工 为 第 一 类 Fuchs 群 
的 情况 ,这 时 ,根据 定义 ,FN& 有 有 限 面积 . 

对 于 IN 来 说 有 两 种 情况 : 一 是 NS 为 紧 致 , 则 其 相当 于 一 
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第 一 章 Maass 波动 形式 
§1 5| 言 


提起 模 形 式 的 理论 大 家 首先 想到 的 是 解析 模 形 式 , 即 作为 = 
的 一 个 函数 ,其 定义 在 上 半 平 面 名 二 {xzECiIm(z) 记 0) 上 ,在 
SL(2,Z) 或 其 某 一 个 算术 子 群 的 作用 下 不 变 或 满足 某 种 “ 模 ” 的 性 
壬 ,并 且 在 总 上 包括 无 穷 远 点 处 都 全 纯 . 对 于 解析 模 形 式 的 参考 
书籍 可 见 参 考 文献 [21],[91J. 在 本 章 之 中 ,我 们 不 考虑 这 种 解析 
模 形式 , 我 们 要 讨论 的 是 20 世纪 40 年 代 末 由 Maassr'!1 所 引进 的 
非 解 析 模 形式 理论 . 在 以 后 的 几 章 中 我 们 再 进 -~ 步 介绍 
Selberg[22] 在 Maass 工作 的 基础 上 所 建立 的 迹 公 式 ,Kuznetsov 的 
公式 以 及 近年 来 发 展 起 来 的 相对 迹 会 式 . 通过 这 几 章 的 讨论 ,读者 
可 以 看 出 非 解析 模 形 式 对 于 各 种 不 同类 型 的 迹 公式 发 展 中 所 起 的 
基础 性 的 作用 ,并 对 模 形式 理论 近代 的 发 展 及 其 在 数论 中 的 应 用 
有 一 个 总 体 的 概念 . 

非 解 析 模 形式 又 常 被 叫做 Maass 波动 形式 ,我们 或 简称 其 为 
Maass 形式 . 这 里 “波动 ”二 字 来 源 于 非 解 析 模 形式 f(z) 作 为 上 半 
平面 总 上 的 函数 ,是 非 欧 Laplace 算 子 的 一 个 特征 函数 . ERK IL 
何 中 这 对 应 于 振动 膜 的 特征 值 问 题 . f(z) 对 于 zE SB 来 说 不 是 一 
个 解析 旺 数 ,而 仅仅 是 z 的 实 部 与 碰 部 的 实 解析 函数 . f(z) 所 满 
是 的 另 一 个 重要 条 件 是 其 在 SL(2,2Z) 的 一 个 算术 子 群 了 的 作用 
下 不 变 , 或 更 一 般 的 ,其 在 SL(2,R}) 的 某 一 个 不 连续 子 群 的 作 
用 下 不 变 . 在 后 一 种 情况 下 ,我 们 主要 考虑 工 为 第 一 类 Fuchs 群 
的 情况 ,这 时 ,根据 定义 ,M8 SAR. 

WTO 来 说 有 两 种 情况 ; 一 是 DMS 为 紧 致 , 则 其 相当 于 一 
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个 紧 致 Riemann 曲面 ,其 上 的 模 形式 理论 .也 就 是 说 其 于 的 
Laplace 算 子 特征 函数 理论 ,与 微分 几何 有 着 密切 的 联系 . 若 要 回 
到 数论 上 , 则 我 们 可 取 一 个 四 元 数 代 数 的 单位 子 群 作为 不 连续 群 
rT, 有 关 的 工作 可 参阅 参考 文献 [23] 或 [24]. 

另 一 种 情况 是 TAN8 ERS, RITA TARA. 最 简单 的 例子 
就 是 一 SL(2,2Z), 其 基本 区 域 非 紧 狼 , 有 一 大 点 oo. 其 他 的 例子 
包括 下 面 的 几 种 算术 子 群 : 

主 同 余子 群 


Pin) = {< |e SLO z»||? =] 
a aa i ag =| 
Hecke 同 余 子 群 
a b) 
Tota) = (| | € SL(2,2) |c = omod nye 
c d 


同 余 子 群 ,定义 为 : SL(2,.Z) 的 任意 一 个 子 群 ,其 包含 某 : -个 
in). 

关于 非 解 析 模 形式 与 Selberg 迹 公 式 的 著作 浩如烟海 ,本 书 
不 准备 作 简 单 的 重复 . 例如 参考 文献 [88] 与 [90] 都 是 非常 好 的 著 
作 . 但 另 一 方面 ,现行 的 文献 大 都 力求 完美 ,尽量 包容 了 工 的 各 种 
情况 ,至 少 也 都 考虑 了 SL(2,Z) 的 同 余子 群 的 情况 ,其 结果 固然 很 
好 ,但 一 个 副作用 却 是 内 容 深奥 ,初次 阅读 者 不 易 把 握 主 要 思路 . 
本 章 所 采 到 的 方针 是 主要 只 考 溢 全 一 SL(2,Z) 的 最 简单 的 情况 ， 
力求 在 这 个 情况 下 以 最 短 的 篇 幅 把 非 解 析 模 形式 理论 的 主要 思路 
与 证 明 介 绍 清 楚 ,同时 点 出 对 于 其 他 一 般 的 不 连续 子 群 工 推广 的 
难点 所 在 ,并 指出 有 关 参 考 书籍 与 论文 ,使 有 兴趣 的 读者 可 以 作 进 
一 步 的 探讨 . 非 解析 模 形式 理论 中 有 许多 没有 完成 的 工作 , 亦 有 许 
多 结果 尚 待 改进 . 本 章 对 此 亦 尽 可 能 指出 ,为 有 意 从 事 这 方面 研究 
的 读者 提供 一 个 出 发 点 . 

读者 在 本 章 中 可 以 者 到 , 非 解析 模 形式 理论 要 用 到 Hilbert 
空间 谱 分 解 的 理论 . 在 以 后 章节 中 泛 苞 分析 的 工具 对 于 迹 公 式 的 
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建立 亦 起 着 根本 的 作用 . 从 第 四 章 起 Kloosterman 和 在 迹 公式 的 
发 尾 中 起 了 一 个 核心 的 作用 . 这 些 都 能 说 明 Maass 波动 形式 的 理 
论 与 迹 公 式 理论 都 是 解析 数论 范畴 里 面 的 分 支 . 

§2 Maass 波动 形式 


在 复 平 面 C 上 的 Laplace HTH 


EI- RE EE a 
amar TTo 
在 上 半 平 面 上 的 非 欧 Laplace 算 子 则 为 


2 2 
A = a ga 
Ee ay?!" 


这 个 非 欧 Laplace AFTER SLO. RD (EH FRA, ER 


al 4 23a) )- aol Sy). 


若 要 对 此 进行 验证 ,我 们 只 要 证 明 上 式 对 SL(2,R)/1{ 士 1} 的 生成 
_{1 6 i? Sec. 
元 | HESA 成 立即 可 ， 

ACF Cz + 6) = (A Cz 4+ b), 

1) 1 
a[i- +))= cn (2). 
bì 
以 下 , 像 通常 一 样 ,对 5 一 | q| ECL R zE% iE 


az + È 
gz = ce ed’ 
定义 1 FEE PEO 上 和 定义 的 一 个 非 零 实 解析 函 教 f(z} 
$e RN BET —SL (2,2) T=SL(2,2)/( 413 H-—-*+ Maass 波动 
形式 ,如 果 下 列 条 件 成 立 : 
(1) 对 所 有 的 gESL(2,Z) 成 立 f(gz) 一 f(z); 
(2) FCD LAER Laplace 算 子 的 一 个 特征 函数 
Af = Af, 


一 一 一 -一 一 -一 一 一 一 eg TETAS FF A> 


这 里 4 是 A 的 一 个 特征 值 ; 
(3) 对 于 某 一 个 正 整 数 N， 
(zy 二 Of) 
当 y+ oot REI. 
ME FR 10 Ae EE PND) PAD Maass 波动 形式 , 则 
(4) fi 又 应 满足 


| |f iz) [Pde < +4 om, 
TAN 


其 中 de=drdy/y BD 后 的 一 个 在 工作 用 上 下 不 变 的 测度 . 在 这 积 
分 中 我 们 可 以 用 群 开 的 基本 区 域 忆 来 代替 DMG. A FRIII 
D =z = z + iy|y > 0,12! e e > <Rez<t] 


U [z =z + iyl iz] =1,— 4 Rez <0}. 


定义 2 一 个 Maass 波动 形式 f(z) 被 称 为 一 个 Maass RA 
形式 ,如果 


LAL P) elas = [fæ + bas = 0 


1: 
对 所 有 z 都 成 立 ， 
以 上 的 定义 自然 可 以 推广 到 SL(2,Z)? 的 其 他 算术 子 群 上 去 . 
作为 Maass 波动 形式 的 一 个 例子 ,我 们 来 看 一 下 非 解 析 
Eisenstein 级 数 , 其 宇多 由 下 式 给 出 
E* (z,5) = TETs) = 


mine Zz 
Car, mae G4. D) 


这 里 = 一 zx 十 iy 仍 是 上 半 平 面 咏 上 的 点 ,右边 的 级 数 在 半 平 面 Res 
>1 中 绝对 收敛 . E'l.) E s ZEAE Re s>1 中 的 一 个 解析 
函数 ,但 不 是 = 的 解析 函数 ,而 仅仅 是 = 的 实 解析 孙 数 . 可 以 看 出 
以 上 这 个 Eisenstein 级 数 又 可 以 写成 
a Y 
Etm =y +5 Dp 


oe: 
fcd) =] Jez + d|” 
cD 


es. o 
[mz + |? 


EE ee re = h e woo - 25o osm meree eee a 


必 上 ;的 一 个 函数 

Els) = n Ts (2s). 
以 下 我 们 称 ECe.s) H Eisenstein RW, TR E` Cz, J HEE 
Eisenstein KZ. IR fa PK EA Eisenstein 级 数 . 由 y/ice+d[? 


REJ Im(g2> FP g=] ; | E SIL(2,2) .我 们 得 到 


` pers l oh ys 
Elz) = 9 a (Imigz) Y. 


其 中 Po SL(2,Z)H 由 | ‘| 生成 的 子 群 . 从 非 解析 Eisenstein 


级 数 的 这 个 新 的 表达 式 可 以 看 出 E(xz,s) (以 及 E*(z,s)) 在 群 T= 
SL(2,Z) 的 作用 下 不 变 . 
要 证 明 当 Re s>1 AY E(2,s)} FFE MK Laplace 算 子 的 特征 天 
数 ,我 们 对 Eisenstein 级 数 的 每 一 项 进行 验证 . 首先 
Ay = s(t ~ sy, 
故 y 是 一 特征 函数 .由 于 A 在 群 了 作用 下 不 变 , 故 


Pi) oe an 
(im gz)" = lez + d|” 


| R ”| eStc2,z). Wit 


AE * (z,s) = s(1 — SE“ (2,85). 

如 果 要 考虑 五 " (xz,s) 在 半 平 面 Re s>1 以 外 的 性 质 , 我 们 党 
要 将 五" (=:s) 解 析 延 拓 到 整个 平面 上 . 这 个 解析 延 拓 要 用 到 非 
解析 Eisenstein 级 数 的 函数 方程 .这 些 工 作 我 们 将 在 下 面 介 绍 了 
Maass 形式 的 Fourier 展开 后 进行 .注意 我 们 已 经 对 五 *(z,s*)? 在 半 
平面 Re s>1 上 验证 了 定义 1 的 (1),(2) 两 个 条 件 . 最 后 一 个 条 件 
《3) 也 要 等 我 们 得 到 EE* (z:s) 的 解析 延 拓 与 函数 方程 后 才能 进 
行 验证 ， 
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§3 波动 形式 的 Fourier 级 数 


设 f(z) 是 任意 一 个 Maass 波动 形式 . 由 于 rote. | 的 
作用 下 不 变 , 我 们 得 出 f(z 十 1) = 了 f(z) 对 所 有 xzE 驴 成 并 .了 从 这 个 
局 期 竹 质 我 们 导出 f(z) 有 一 个 Fourier 展开 

f(z) 一 Djatye™. 
rEZ 
我 们 以 下 要 确定 这 些 Fourier 系数 cly). 
由 于 f(z) AER Laplace BF MAIER. 


ar=— (2+ 2) — ar, 


#2 FT EE Pa RFE LA Meany 0 到 1 对 工 积 分 ,从 而 得 到 
一 ye, 十 ATER y Cn = Ach. 
En 不 等 于 0 时 ,这 个 常 微分 方程 是 一 个 变形 了 的 Bessel 方程 ,其 
通 解 为 
caly) = an, N y Keln |n| y) + bn N y Tl2rlnly), 


Hp p= a= ,天 ,是 修正 第 三 类 Bessel 函数 ,六 是 修正 第 一 类 


Bessel 函数 (参阅 参考 文献 [2]). 注意 这 里 KM y 趋 于 ce 时 是 一 
EME GPL, Tt IL; 是 一 按 指数 增长 函数 . 放 从 Maass 波动 形式 定义 
中 的 条 件 (3) 我们 知道 ba 必须 都 为 堆 (na 关 0). 在 mn 一 0 时 ,以 上 


Bessel 方程 的 解 变 成 coy = yt HB v= tala. 如果 AS 
才 , 则 不 可 能 存在 
I. leo cores <I 90, 


故 当 AST it E L (TNG F Maass 波动 形式 有 以 下 Fourier 级 数 
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a Tr a ae 


A Oe 
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展开 
f(z) = Day Konja ye, 
nied 


其 中 * 一 MA 一 二 .从 2 定义 2 可 知 此 时 | \22 工 | /(z) 为 尖 点 形 
式 . 又 当 f(z) 为 尖 点 形式 时 ,coly) 自 然 等 于 零 ,故我 们 仍然 得 到 
上 面 的 Fourier BF. 


$4 JERK Laplace 算 子 的 谱 分 解 一 一 泛 函 分 析 


我 们 要 考虑 在 Hilbert 空间 工 (FN 名 ) 中 非 欧 Laplace 算 子 的 
谱 分 解 问题 ,这 个 谱 分 解 是 模 形 式 理论 在 数论 中 应 用 的 一 个 重要 
基石 .注意 LOSES 也 就 是 荆 的 基本 域 D 上 平方 可 积 的 
可 测 沙 数 所 构成 的 空间 ,由 于 这 个 空间 里 并 非 所 有 卫 数 都 可 以 微 
分 ,Laplace 算 子 在 其 上 作用 的 确切 意义 需要 进一步 说 明 . 

BECOZA EFFE 名 上 .在 群 T 一 SL(2,2) 作 用 下 不 变 
A FCF BY tek BH HK FA ae AY ET), MY CH NGO N LNG) Æ Hilbert 
空间 ZL2(T\8) 的 一 个 稠密 子 空间 . 在 LS) 上 的 Laplace 算 子 
三 将 被 理解 为 从 C™Y TN 站 二) 到 工 (P\8) 上 的 一 个 线性 
变换 . 这 禅定 义 的 任意 - -个 算 子 了 可 被 叫做 NS) ERREN 
的 线性 算 子 . 这 个 算 子 被 称 为 非 有 界 的 ,如 果 当 COTAN 
DR IL*(T\8) 子 空间 拓扑 时 该 算 子 不 连续 . 这 个 算 子 被 称 为 一 个 
闭 算 子  MEBSLS.T/AISEC* MO NLANS)) EB LNS) 
XL PS8) 的 一 个 闭 子 空间 . 这 个 算 子 被 称 为 对 称 算 于 ,如 果 
(Tf,g) =U ,Tg) 对 (TN\ 色 ) 中 所 有 无 穷 次 可 微 函 数 成 立 . 这 里 ， 
像 通 常 一 祥 ,( ，) 表 示 Hilbert 空间 L(I) EAR. 

设 工 为 一 个 LUND) ES Ee RARER. iV 为 一 个 出 
所 有 满足 下 列 条 件 的 gE CT\) 构 成 的 一 个 子 空间 : F CTY, 
8) 是 一 个 C~(N) 门 (TN 全) 上 的 线性 有 界 泛 函 . 对 于 gEV, 线 
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性 有 界 泛 函 f > (Tf,g) 可 以 延 拓 到 全 空间 LEG) E. RH 
Riesz 线性 连续 泛 通 的 表示 定理 ,我 们 可 在 LOND) CHE — H R 
到 一 个 元 素 ,使 得 这 个 线性 连续 泛 卫 可 由 f 呈 《ff, 有 ) 给 出 .映射 
g rh 定义 了 一 个 从 稠密 子 空间 V 到 ZL:(T\ 名 ) 的 一 个 线性 算 子 ， 
我 们 将 其 记 作 7'* 并 称 其 为 稠密 定义 的 线性 算 子 7' HRT. 

稠密 定义 的 线性 算 子 T EA AAi, MR THT". KE 
要 注意 自 共 轿 算 子 与 对 称 算 子 的 区 别 . 一 个 自 共 轿 算 子 一 定 是 对 
称 算 子 , 并 且 是 一 个 闭 算 子 ,但 一 个 对 称 算 子 不 一 定 是 自 共 罗 的 . 
有 关 的 详细 论证 可 参阅 有 关 沁 函 分 析 的 书籍 . 

72z(N\ 和 名 ) 上 的 非 欧 Laplace ATF A 是 一 个 稠密 定义 的 非 有 者 
自 共 恩 算 子 ,其 证 明 我 们 这 里 不 引述 ,读者 可 见 参考 文献 [8] 或 者 
[6]. FAT AHMAR ST A LOND) LAA, TX ERR 
形式 理论 中 的 重要 一 点 . 如 果 一 个 算 子 仅仅 是 对 称 的 , 则 我 们 不 能 
推出 其 具备 谱 分解 , 但 是 我 们 至 少 可 以 得 到 以 下 的 结论 : WR SF 
是 一 个 对 称 算 子 工 的 特征 廿 数 ,其 所 对 应 的 特征 值 必 为 实数 . 事 
SEM Tf=AFf PAAL N= Tf ND =T= ,站 .由 于 
对 于 了 有 (f, 户 六 0 我 们 推出 4=4 为 一 实数 . 下 面 我 们 要 证 明 非 
欧 Laplace 算 子 是 一 个 在 L:(T\®8) 上 对 称 的 且 正 定 的 算 子 . 由 这 
个 结论 出 发 ,我 们 从 而 可 以 确定 非 欧 Laplace ATE LAOG 上 
的 特征 值 都 是 非 负 的 实数 ,这 是 我 们 以 后 进行 谱 分 解 分 析 所 需要 
用 到 的 ， 

定理 1 非 欧 Laplace ATE LN DQ) LEM RH BIE EBS. 

证 明 ”我 们 先 证 对 称 性 ,所 用 方法 可 见 参考 文献 L6]. 设 fog 
ECPADN LANG) HER BASIC .平方 可 积 并 在 TS 土 有 
紧 支 集 的 函数 - 这 里 函数 在 T\ 上 有 紧 支 集 意 味 着 通 数 在 尖 点 的 
一 个 邻 域 为 零 . 由 于 Co ONDINE ONS thE LOND) Ta 
密 子 空 间 ,我 们 只 要 对 这 个 子 室 间 证 明 我 们 的 结论 . 

首先 根据 Green 公式 ,我 们 有 
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| way 一 Ag)dzady 
= [lz( ay — Shae) — s| Bay — Eaz) |. 
这 里 只 是 下 =SL(C2,Z) 的 基本 域 万 除 掉 尖 点 ce 的 一 个 邻 域 而 得 到 
EKR, ESKK 了 与 g 的 支 集 都 包含 在 只 中 .由 于 了 与 g 在 万 
H AIETE. 我 们 可 将 上 式 左 右 两 边 的 积分 分 别 取 在 与 83D 
E. 基本 域 的 边界 OD 可 分 解 为 两 个 垂直 半 直 线 与 丙 段 单位 圆 弧 ， 
而 函数 了 与 E 均 在 两 个 垂直 半 直 线 上 到 同 样 的 值 , 也 在 两 眉 单 位 
IAS FARRER SIA. 由 此 可 推出 .上 式 右 端的 积分 等 于 零 ,因此 
| fa‘Bdzrdy = f gafara a 
由 于 A= — y A ,dz 一 dzrdyyy 我 们 得 出 (Afg) = (CF Ag). 
为 证 A 在 Ci T\SINVIT\SEREEH. REE 
(Af, ie 根据 Green 公式 我 们 得 到 
fant av- F Shar =f (Far BET Ex 
ee pe ee 2D 与 DFE, ld 
左边 积分 为 零 . 因此 
~ | F afdrdy— | ae : 
这 里 左边 等 于 (CAr, A ,而 右边 为 一 非 负 实数 . 又 因为 函数 Fe 
CO IND) ,右边 积分 等 于 零 当 且 仅 当 Sf HE. RHE COTS 
L'INS) EJER Laplace 算 子 A 为 正定 算 子 . 


‘| ded y. 


35 不 完全 9 级 数 
在 这 一 节 里 ,我 们 要 对 Laplace RFE LONG) Lit 


步 的 谱 分 解 . 为 此 我 们 首先 引进 不 完全 9 级 数 的 概念 . YE 
一 个 在 (0,oo， 上 有 紧 支 集 的 光滑 函数 ,yj 所 对 应 的 不 完全 9 级 数 


-nn S a 


sa MAMM A a a r open p a 


RER se pm (g2))» 


arawa r= |i =) | <ezj. BIR O(a EM r= 
SL(2,Z) 的 作用 下 不 变 . HF gy ARES RDE ORFS 
I} NG). 我 们 记 BCT\8) 为 2(T\8) 中 由 所 有 By 张 成 的 闭 子 
空间 . 
取 卫 为 LCT\ 人 8) 中 任意 一 个 函数 ,出 由 于 f(z) 在 TT 作用 下 不 
CD 一 | me? flz)dz = f o f Czdde. 
ATD Z fa tiyl oarl, y>) ,我 们 得 出 
oa j t z d 
Bp f) = | gol | f@rax jee 
根据 此 式 我 们 得 出 EXCTN8) 与 BCT\8) 正 交 当 且 仅 当 
[fdz a 


对 所 有 y> RRL. 这 最 后 的 一 个 条 件 等 价 于 ehy Fourier 级 
数 


f(z) = 24° (yje 


中 的 常数 项 coCy) 恒 等 于 零 . 因此 以 上 所 证 明 的 结果 可 以 表述 为 ， 

引 理 1 设 8(T\8) 为 L:(T\8) 中 所 有 不 完全 8 级 数 所 张 成 
的 了 团子 空间 ,又 设 LING) A LENG) F Fourier 级 数 常 数 项 为 
零 的 函数 所 构成 的 子 空间 , 则 LCT\@) 可 以 正 交 分 解 为 

LTO) = LATS) DANG). 

我 们 需要 另 一 个 引 理 . 

引 理 2 ZL2T\8) 为 LONGD Maass 尖 点 形式 所 张 成 的 闭 
子 空间 . 
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证 明 ”我 们 考虑 至 (CTN 和 ) 中 光滑 函数 所 生成 的 子 空间 ,其 在 
LODS PRE. 将 Laplace 算 子 作用 在 fdh Fourier RAE, 
得 于 coly) 一 0, 我 们 知道 (A 有 (z) 亦 有 常数 项 为 霉 的 Fourier 级 
数 , 即 Ar JAT LONS). 因此 ACENSO DTL NG). 我们 已 知 
Laplace WF H—-TALRBAT MARR TH eee. 
La (TS) FJ H Laplace 算 子 的 特征 函数 张 成 , 即 LECT \ OQ) 等 于 
(IN\ 侣 ) 中 央 点 形式 所 生成 的 闭 子 空间 . 

以 下 我 们 记 LONG) 一 LTN8), 则 从 上 面 两 个 引 理 我 们 
得 到 

定理 LCT\S) 可 以 正 交 分 解 为 不 完全 8 级 数 所 张 成 的 闭 子 
空间 OG) Maass 尖 点 形式 所 张 成 的 闭 字 空间 Len ENGDI 
BAN. 


§6 FZR Lin D6) EEE 


子 空间 AOM EH A 的 谱 分 解 需 要 用 到 Eisenstein 级 数 的 
理论 ,我 们 $8 再 进一步 讨论 ,在 本 节 中 我 们 仅 介 绍 关 于 子 空 间 
Leap CTNS) EIFE Laplace 算 子 的 谱 分 解 的 一 些 结果 ,其 证 明 可 见 
参考 文献 6] 等 书籍 . 

首先 我 们 指出 Lp CT\ 岛 ;上 的 谱 分 解 是 离散 的 ,有 关 证 明 可 
参看 参考 文献 [36], 由 于 A 是 LVS) ERE MHRA ES 
At ,其 特征 值 4 大 子 或 等 于 0. 队 $ 3 我 们 已 知 当 ASL ARTA 
Maass 波动 形式 都 是 尖 点 形式 .对 应 于 特征 值 一 0 的 特征 质数 为 
常数 函数 . 在 区 间 (0,174) 之 中 的 特征 值 被 称 为 例外 特征 值 . 在 下 
=SL(2,Z) 6978 F Maass!’ 5 Roelcke021 曾 证 明 例 外 特征 值 不 
FE. FERME Roelke 的 一 个 命题 ( 见 参 考 文献 [18]j, 第 50 
页 ,又 见 参考 文献 [19], 第 511,512 页 ). 

定理 1 设 了 =SLI2,Z), 则 和 任意 Maass 尖 点 形式 的 特征 值 均 
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a ee Or x > nema miat mme eaae peire teem fe 


>3xn*/2. 
证 明 i f(z) 为 一 个 以 4 为 特征 值 的 Maass 尖 点 形式 ,满足 
Ar 太一 Af, Cff y= 1, 
itt] 
A= Of. f) = OSS) = | FOA ada, 
RA DAT=SLO.OWBAM. RE $4 最 后 的 计算 ,上 面 的 积 
分 可 以 表示 为 
= FC e = | of 
_F (a)Af lz)dzrdy = | 3 | Jaray. 
将 基本 域 D 在 映射 z Fr 一 1/z 下 的 映像 记 作 ees 
— of |? Of |? of)’ 
24 = 2 T of | dad y > [| 中 dzdy， 
其 中 
I = {z = z + iy) —1/25 2751/2. y Sv 3/2}. 
由 fz) 的 Fourier 级 数 
f(z) = J aoe 
nO 


出 发 ,我 们 得 到 
a = 2 ,2mine, (ye, 
El T% (2n)?nme,, (y) Cm Cy ye" Zm (n— mz ， 
Rw 


1/2 of 2 = ， 
we | dz = 2, 2m) lenCy) |*. 
因此 


n>", aD m beat) dy > f a, Dy laO) lrdy 


=> smf c, Cy) |? dy 
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=-=- rr aanp ee e 臣下 = — mr 


这 里 最 后 的 积分 等 于 
jld > f Fer di = 1, 
i D 


ARSE, 2AD> 3r. 命题 得 证 . 
设 械 为 SL(2,Z) 的 Hecke 同人 余子 群 


c = O(mod N)}, 


ae 
P(N) = | | € si.(2,2) 
c d! 


4 N17 时 类 似 的 命题 由 Huxley EAS. 出 此 我 们 知道 对 于 下 
一 PoCNV),N 和 17, 不 存在 例外 特征 值 . 对 于 一 般 的 同 余 子 群 
Selberg 猜想 例外 特征 值 亦 不 存在 , 即 A 1/4. 这 方面 的 第 一 个 主 
要 结果 尾 Selberg 本 人 得 出 的 ,他 证 明了 ， 

定理 2 设 厂 为 SL(2,Z) 的 任意 一 个 问 余 子 群 , 则 其 上 任意 
Maass 尖 点 形式 的 特征 值 均 之 3716. 

我 们 指出 ,这 个 命题 被 Jacquet 与 Gelbart!' PHEW ALS 3/16, 
即 取 等 号 的 情况 不 存在 . F xi Rudnick, 、Sarnak 5 将 此 结果 改 
进 为 4 之 217100. 又 见 参 考 文献 [92]. Kim 与 Shahidi 最 近 又 对 此 
作 了 更 进 - 一 步 的 改进 . 

FY ARERR la) 2,,《T\8) 可 以 由 正 交 的 ,平方 可 积 的 .A 的 
特征 函数 ( 即 Maass 兴 点 形式 ) 张 成 . 该 证 明 除 依赖 于 Hilbert 空 
间 理 论 外 ,主要 根据 下 面 的 结果 : 

THES 对 于 任意 一 个 正 数 "可 以 找到 一 个 正 整 数 NN, 使 得 
任意 一 个 La MANOK N 维 子 空间 中 都 包含 -- 个 尖 点 形式 了 满 


足 
Sz 
J Ox 
KF Ix TH eh a TE AY Se SARL IS). 在 此 我 们 要 指出 由 
这 个 不 等 式 可 推出 非 欧 Laplace AFE Lan T\O) ERE: -P RR 
自 共 斩 算 子 的 道 算 子 ,于 是 Loess (TN 对) 可 以 由 尖 点 形式 组 成 的 一 
个 正 交 系 张 成 . 我 们 又 可 以 进而 证 明 这 个 正 交 系 所 对 应 的 特征 值 
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2 2 
+ |Z] azas > S fee tee. 
fr 


res rer Et de e -= = we . + Te- 


是 离散 的 ,以 下 记 作 
0 一 ho <A A As 

EH A, 到 如 太 以 后 可 能 取 等 号 是 因为 可 能 出 现 多 重 特征 值 . 

LAERA IEA FOP =SL(2,Z) Aa, >> 83/2. Cartier 4 A 
SEIFE à = 91. 1413-…( 见 参考 文献 [19], 第 651 页 ). 注意 他 们 
的 计算 实际 上 是 对 "进行 的 ,而 A=? +-1/4. 对 于 四 以 后 的 特征 值 
的 分 布 有 Weyl 的 渐 近 定律 . 

定理 4 对 于 SL(2,Z) 的 任意 同 余 子 群 了 (包括 了 一 SIL(2,Z) 
的 情况 ,不 大 于 4 的 非 欧 Laplace 算 子 的 特征 值 的 个 数 Ne (A) 
T 

Nya) = vol TNS 4 + O(log). 


由 此 渐 近 定律 我 们 可 确 知 Maass RSERE E, BA, 趋向 于 
KK. 
特别 对 于 全 二 SL (2,Z), 由 于 vol(T\8) 二 x/3, 有 
Nse. (A) 一 总 十 OCCA loga), 


Weyl 渐 近 定律 的 证 明 需 要 用 到 Selberg 迹 公 式 , 我 们 下 一 章 介 绍 
了 Selberg 迹 公 式 后 还 会 再 回 到 这 个 问题 上 . 有 关 Weyl 渐 近 定律 
误差 项 的 改进 ,可 参见 参考 文献 [9] 及 [20]. 

Weyl 的 渐 近 定律 最 终 解 决 了 Maass 尖 点 形式 存在 性 的 证 
明 . 虽然 对 SL (2,Z) 的 同 余 子 群 来 说 有 无 穷 多 个 Maass RAH 
式 ,迄今 为 止 尚 无 人 能 切实 构造 出 一 个 居 点 形式 .这 个 情形 与 解析 
模 形式 理论 有 鲜明 的 对 比 . 对 于 解析 模 形 式 , 其 尖 点 形式 的 构造 是 
熟知 的 ,其 中 最 著名 的 自然 要 算 权 为 12 的 Ramanujan 尖 点 形式 


A(z) = mg] fa — q*)*, 
其 中 4 一 e™( 见 参考 文献 [21]). 关于 非 解 析 尖 点 形式 的 构造 问 
题 ,近年 的 进展 是 由 Andrew Wiles 等 作出 的 ,其 工具 为 代数 几何 . 


15 JERK Laplace 算 子 相关 的 另 一 个 问题 是 其 相 邻 特征 值 的 差 
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4 一 和 -1 满足 什么 样 的 统计 规律 - 通过 计算 机 作出 的 大 其 运算 表 
明 , 在 某 些 情形 下 , 相 邻 特征 值 的 差 服从 量子 物理 学 中 发 现 的 大 原 
子 能 基 谱 的 特殊 统计 分 布 . 而 另 -- 方 面 , 数 论 中 与 素数 相关 的 其 一 
般 均 满足 统计 学 中 的 一 般 的 随机 分 布 . FEK Laplace 算 子 相 邻 特 
征 值 的 差 所 满足 的 特殊 分 布 于 是 成 为 非 解 析 模 形式 理论 中 的 一 个 
重要 课题 . 有 关 这 方面 的 猜想 与 进展 ,可 见 参考 文献 [86], 


§ 7 Eisenstein 级 数 的 Fourier 展开 


由 了 于 Eisenstein 级 数 在 矩阵 | ， 


一 五 (< 十 1,5) , 故 有 Fourier 级 数 展开 式 
E* (z,s) = Dayse ， 
rez 
其 中 Fourier 系数 由 下 式 给 出 
1 
aira { Erir + iy, sede: 
0 


我 们 回 到 E” (z,s) 在 382 定义 中 的 表达 式 . 如 m 一 0, 则 我 们 得 到 
下 面 的 级 数 


| 的 作用 下 不 变 , 即 天 (xs) 


“ZPD, = 
由 于 它 的 项 与 x 无关, 敬 他 们 只 出 现在 asCy,s) 的 计算 之 中 . 上 面 
的 级 数 显 然 等 于 
E(s)y'> 
其 中 (5) 二 mT(s9E(2s). 设 mp 六 0, 我 们 可 把 对 应 项 的 积分 写成 


—2mrr 


一 : INONT ! Ee eee. E 
=T@)y>) >) |. Gert a ee 


m=] nEZ 


一 3 s > D ani Crk ok 
= x-T(s)y 2 ae EE Ee Se 


作 变 量 普 换 = -~z 一 立 , 上 式 右 端 变 为 
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EF le EA i NE oe roe ee ot. A Apne RO oe pi oy E- 


st mra’ es a 
ero de Se’ Eye 


mol] SI mr a 
由 于 
m, 旭 果 和 rr XO, 
~ WR mirer &O, 
oe m, 如果- 一 0， 
ACA tig MSF 


—s sw、 1—2s aa CG Beil 
x Tisy Zi" | pe yy 
在 此 我 们 要 用 一 个 微 积 分 公式 


z) 三 所 一 2 

| I'Cs) Pr ry yd 
4 an lee — 1/295", “r= OFF, 
2|1r| 一 "2 ~/y 灵 ,ie(2xlrly)， Mr OR, 


其 中 下 为 修正 第 三 类 Bessel pa RX. 根据 这 个 公式 ,并 加 上 前 述 r 王 
0 Wt ECs) y 的 项 ,我 们 得 出 
asCyss) = TOEO y + wT — DE — 25)y! 
akys) = 2 ro atr Vy Krr rAd 
其 中 前 -- 式 我 们 用 到 了 Riemann £- 函 数 的 函数 方程 ,而 后 -一 式 中 


Siz lr|) = > mR 


m>0. m |r 
是 一 除数 函数 . 因此 Eisenstein 级 数 的 Fourier 展开 式 为 
E* (z,s) =ẸCs)y + EU 一 sy 


+avy bD ta | aa la] YK a|n | ye. 
no 


§8 Eisenstein 级 数 的 解析 延 拓 及 性 质 
在 $7 末 尾 给 出 了 五 *(z,s*) 的 表达 式 . 注 意 我 们 对 五 " (zx,s) 的 


Fourier 级 数 的 计算 一 直 是 在 半 平 面 Re s>1 中 进行 的 .但 从 这 个 
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© a rn Wer a 


Fourier 级 数 中 我 们 可 以 得 到 E e, DPEN s PR A A AENT EHE. 
首先 ,第 一 项 é&(s)y' 在 s=0 与 二 j/2 处 有 单 极 点 , 留 数 在 := 二 1/2 
处 为 My 1/2, 在 s 二 0 处 为 -1/2. 同样 第 二 项 (1 一 s)y!' “HE s=] 
与 ;二 1/2 处 也 有 单 极点 ,在 sH 1/2 处 的 留 数 等 于 一 My /2, 在 
s=] 处 等 十 1/2. 故 头 两 项 的 和 在 ;= 二 0 和 ss 一 1 处 有 单 极 点 ,而 在 
s=1/2 处 解析 . 

为 了 研究 上 面 级 数 的 收敛 性 质 , 我 们 利用 天 :(y) 的 积分 表达 
x 


Sed a 
a 


来 证 明 修正 第 三 类 Bessel 函数 是 速 降 函数 . 首先 如 果 a, b> 2, Ml 
ab ath he M<e Ve. OF yo 4 我 们 取 a=—y/2,6=t4+27', 
于 是 


IK,(y) |< al e772? ù eTo et ide 
a 


= e? Kp. (2). 

从 这 个 估计 式 中 我 们 可 看 出 对 于 任意 在 C 的 一 个 紧 致 子 集 中 取 
的 s, 上 面 的 级 数 均 对 :一致 收 全 ,所 以 该 级 数 是 :的 一 个 全 纯 昭 
数 . 结合 上 面 对 第 一 、 二 两 项 的 讨论 ,我们 通过 五"(z,s) 的 Fourier 
展开 ,将 其 解析 人 延 拓 和 至 全 复 平 面 . HF} i ih. Eisenstein 级 数 
E"(z,5) 是 :的 一 个 半 纯 函数 ,在 全 复 平面 C 上 仪 ;二 0 与 二 1 两 
个 单 级 点 . 注意,E(z,s) 对 于 2 来 说 仪 仪 是 一 个 实 解析 函数 ,而 不 
是 复 变 数 的 解析 函数 . 

我 们 在 些 要 指出 ,以 上 五 (<,s) 解 析 延 拓 的 证 明 仅 当 群 工 王 
SL(02,Z) 时 成 立 , 因 为 此 时 五 " (= 的 Fourier 级 数 包 含有 Bessel 
蓝 数 ,我 们 可 利用 其 性 质 . 对 于 其 他 SL(2,Z) 的 算术 子 群 Xt 
应 的 Eisenstein 级 数 仍 然 可 以 延 朱 成 尘 纯 函 数 ,但 证 明 要 复杂 得 
多 ,可 参见 参考 文献 [88] 中 8 11. 该 文献 中 的 证 明 是 Bernstein 根 
据 Selberg 的 所 谓 “ 第 三 证 明 ? 给 出 的 ,但 在 此 文献 成 书 之 前 ,该 证 
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明 的 细节 从 未 发 表 . 参见 参考 文献 [89] 及 [19] 中 的 第 二 卷 附 录 下 . 

从 五 " (>y5) 的 Fourier 展开 式 我 们 还 可 得 出 Eisenstein 级 数 
的 函数 方程 . 显然 ,Fourier 级 数 的 头 两 项 &(s)y FEC — 5) y! OR 
于 hl 一 的 变换 不 变 . MS RMP in| o_o. (fn | RTF 
s 一 1 一 5 也 不 变 : 

[90 [Fag Ce | [ve | ak |z |>). 
OK. HAS RAR PEERS Re Iel KTS 
Ky) = KRK_,(Cy). 
故 
K.i lnn] y) 
也 在 变换 s Fr*1 一 * FRB. 因此 我 们 得 到 E(xz,s) 的 函数 方程 
E“(z,s)} = E*(z,] — s). 

解析 延 拓 后 的 Eisenstein RR E* (z,s) 仍 然 满 足 定义 1 的 条 
件 (1) 和 条 件 (2). 这 是 因为 我 们 可 对 OB Ces), ET (gz,s) 与 
AE” (zx,s) 进 行 解 析 延 拓 . 由 于 在 半 平 面 上 E' (gz,s) 二 EE'(z,s)， 
AE" (zs) 一 ) 五 " (z,s),gE€ SL(2,2), 我 们 知道 这 两 等 式 对 所 有 s 
* 0,1 RL. 

定义 工 的 条 件 (3) 的 验证 也 要 从 五 " (zx,s) 的 Fourier 级 数 出 
发 . 由 于 

|[K,_ 1 2271n|y{) < e "Kpg sal), 
我 们 得 出 当 yont, E* (=,s) 的 渐 近 性 质 由 其 Fourier 级 数 的 头 
两 项 
OTE + FC = sy 
给 出 . 故我 们 可 议 取 N =max(Re s.1—Re s}, W 
E" (x + iy) = Oly), 
Bll He fF (3) ALE. 这 样 我 们 终于 验证 了 非 解析 Eisenstein 级 数 
E* (z,s)3E— Maass 波动 形式 ,其 所 对 应 的 非 欧 Laplace 算 子 
的 特征 信和 为 s(1 一 s) ,而 条 件 (3) 对 N 一 max({Res,1 一 Res) 成 立 . 注 
意 当 s 一 0,1 时 E*(z,s) 有 单 极 点 , 故 没 有 以 上 的 估计 . 
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er re ro 


ET og ey 


Fy 为 max (Res,1—Res)sK 1/2, PF A 
| |E" (x,s) :dz 
D 
BRE” (zs 不 属于 空间 LINK), F=SL2,Z). BÆ s=1/2 
tit Rf, Eisenstein 级 数 EC(z,s) 几乎 就 可 以 平方 可 积 了 .我 们 在 


§ 10 中 就 会 看 出 , 当 s=1/2+it BF Eisenstein 级 数 对 LONGD E 
A 的 谱 分 解 起 着 重要 作用 . 


$9 Æ Riemann 5 函数 土 的 应 用 


上 面 几 节 中 发 展 出 的 Eisenstein 级 数 的 理论 可 以 应 用 到 
Riemann ¢- pa LE. ERA C(s) EHR Re s=1 上 不 为 零 ( 参 见 参 
考 文献 L14]). 

定理 ”对 于 Riemann t-PA 665), C1 +i) 0 对 所 有 zt 成 
AL. 

证 明 i CCI +i) =O. eR 我们 有 

el he 二 atoOar| Lie) ¿(1 十 it) = 0 
及 
ei- Lti) =- vapj io Litea 一 it) = 0. 
和 平 是 在 s= (1+ it} /2 时 Eisenstein pee 
E+ (z, EE) = 2 VS aloo GaK 2e lay de. 
axt 


杠 据 上 一 节 中 对 修正 第 三 类 Bessel 是 数 的 估计 
[Kuo (2n|n ly) | < e "YKo(2), 
我 们 就 可 以 得 出 五 ">:(1 十 it/2) 是 > 的 一 个 速 降 郴 数 ,同时 
E* (z,Q+it)/DABSFS. 
对 于 任意 一 个 T\% 上 的 速 降 函 数 xz) ,在 不 引起 混淆 的 情 
况 下 ,我 们 记 
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TS OE rh te hh NT! Me ' X avas aE Ana 


e MA AA -~ ar- a e aaa 


1 
at = | Fete ete 
为 了 (zy 的 Fourier 展开 的 常数 项 . Mie 
Irs | ooy dy 
0 
H co(y) 的 Mellin 变换 ,其 中 积分 当 Re s>1 BTS. 由 于 dz 二 
dxdy/y ,我 们 得 到 
Co 1 fd 
ICf;s) =| dy| Fix iy}y “dr 一 | f(z)y'dz, 
0 a rS 


A a 
其 中 r= | : | ESL(2,2)1|. 从 FE CSL, DHEER TF 
不 变 的 性 质 , 我 们 又 得 出 
1 : : 
This 一 也 | Fe >) m(g2) ydr. 


FeV,’ 
这 里 的 系数 1/2 是 由 于 了 一 SIL(2,Z) 中 的 { 士 id} 在 名 上 的 作用 为 
4H |] EHR. 故人 从 Eisenstein 级 数 的 表达 式 
E` (2,8) = ETORO >} Ameo 
Elo T 

可 以 推出 f(z) 的 Fourier 级 数 常 数 项 coCy) 的 Mellin 变换 了 Cris) 
满足 

mn TI ITCF 3s) = f OE’ (z.s)dz. 


注意 这 里 的 计算 是 在 Re s>1 的 条 件 下 进行 的 . 
我 们 现在 取 
es ee le ed | 
fa) =E' (2,24), 
则 其 Fourier 级 数 常 数 项 oO ETE, H (48 y 的 速 降 函 数 . 
故 当 Re s>1 Wh ICS; 5s) fF OFF 


f Erz, + it) e+ Ceys)de = 9 
ms 2 
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ee EE ST pp wm pa ee er dee perenne ADRS TE 


对 于 所 有 半 平 面 Re s>1 PAY s 都 成 立 , 根据 EA'(z,s) 的 解析 开 
拓 , 这 等 式 对 全 平面 中 的 :也 都 成立, 取 ss 二 一)/2, 则 得 出 


Í GIE „LEi Pas = o, 
Te 


这 与 Ez. (1 十 /2) 不 恒 等 于 零 的 事实 于 盾 . 命题 得 证 . 
这 个 证 明 的 思路 被 Jacquet 与 Shalika'*! 推 广 到 代数 数 域 

函数 域 上 的 GL (7) 的 群 表示 所 对 应 的 函数 上 ,用 以 证 明了 这 

t 函数 在 直线 Re s=1 上 亦 不 为 零 . 


$10 JERK Laplace 算 子 的 谱 分 解 Eisenstein 级 数 

在 $5 我 们 将 LOOS H 

LOND) = Lé DNS) BANTS), 

其 中 Lie ENO) A Maass 尖 点 形式 所 张 成 的 团子 空间 MATS) 
是 不 完全 0 函数 所 张 成 的 团子 空间 . 在 本 节 中 ,我 们 要 对 BT\8) 
进行 进一步 地 分 解 . 

E IP (Zagier) ilu AW Lew (POA -- AE RE. RM 
设 wo 为 常数 画 数 恒 等 于 1. 对 于 任意 一 个 函数 FELD). mR 
f(z) 二 OCy') 对 于 某 一 个 e> 成 立 , 并 且 f(z) 是 yy 的 一 个 连续 
Ay FE AE 22 PA 则 


d Ca, = ed 
at [se| +4 + ie} Jelet + it) ae 


证 明 ik 
iS Hee [See sde. 


由 于 Elz,s)=OCy™ ol Rn), Fn) = Oly DR dze=—dady/y’, 
上 面 定 义 1(f,s) 的 积分 在 一 e 之 Re stl +e 时 收敛 ,但 在 ;二 1 时 
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-= =r -emr TE EE ee ee epg! Tri MI OM rks re w 


是 一 个 例外 . 在 *=1 时 朱 (zys) 有 一 单 极 点 , 留 数 为 172 RE ss = 
1 Ay, 


E(zss) = -五 “ {z.5) 


E 
也 有 一 单 极 点 ,其 留 数 为 CEA =r/ QEN = 3/ nr RHA 


ED = EEO Ts)). BPE pa eT CPs E s= AeA 
一 单 极 点 ,其 留 数 等 于 
ResI (f ,s) = -2 F(z dz. 

FR PE SBM OA AY ARP SER EB fe) A NSD 在 测度 de 
-22 下 的 面积 可 直接 算出 等 十 r/3, 故 (wovwo) 一 x/3. 因此 
(Cf vtto) 
eee Pe ies 

AF E'M ERK D H EE’ Ceo) = E*ls), YUE 
出 E(z, SERRATE 

EC] 


二 — 
E(z.s} = ECs) E(z,l S), 


Resi(/,s) = 
s=] 


MIRA 


fA = Sieg. — 5), 


1(f,s) = ECs) 
在 上 一 节 定 理 证 明 的 过 程 中 我 们 曾 用 到 


if, 9= f J (QECz,sdde = 上 [fos E drey 


= | coly) y *dy, 
D 


EP ICS. SHA coly)/y» 的 Mellin WE, HP coly) A eÉ Fourier 
级 数 的 常数 项 . RAIN IZ a Re (DIRE garit E 
L' (0,20), WW Mellin 变换 为 


G(s} = [eaz de, 
[e] 
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-一 r umeren eres a o r -一 wo 


ean oe I A e e 


FOP s= tit. 由 于 我 们 的 £2) =Oly ,其 常数 项 亦 满足 coy) 
一 Oly “)( 因 其 Fourier 级 数 其 他 项 均 为 y WE RERA BO. BERT F 
co(y)/y 来 说 其 Mellion 变换 I(f,s) 当 1<Re s<1 t-e 时 收 人 得. 如 
果 我 们 又 假设 AKC=)? 满 足 某 些 额 外 的 解析 条 件 , 例 如 f(z) 对 于 > 
来 说 连续 并 有 有 界 变 差 , 则 我 们 得 到 Mellin W E fk 


A ey ee Iori 
pe Gao ee 
BH 
1 t five iz 
Eoy) = oni hy i 


其 中 1<] +e. 

我 们 接着 将 积分 路 径 从 Re s=c 移 到 Re ;二 1/2, 利 用 上 面 已 
经 计算 出 来 的 留 数 ,得 到 
Cf arto) 


(2) sty) 


应 用 ICS, s 69 BROT EE 


. 村 i 
ety) = awka 了 ir) yt ae. 


] 
EOE ae B = oy yy 
Lie. —1i|= a fay + ir], 
我 们 又 可 将 上 式 写 成 
SRTA 
x 2 bi + < ila 
a > 十 i] 
回 到 EC(z,s) 的 Fourier 展开 式 , 我 们 看 出 
1 
yig A 2 T yim 
e( 2 + iz} 
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为 E| z, -È tie) 的 常数 项 . 故 由 上 式 可 以 推出 函数 


ff æ= f(x) 一 SE sito) 
Cttostto) 
1 ; 
一 去 [ff 二 一 it) Ef 2.4 + it} de 
的 Fourier RR HSM ST 
Cf to) l +e E ae r 
Coly) — Omer a = 1 a 2 iz | 
] -M 
二 | 一 — it 
x | yet! 十 | A | yt *| de = 0. 
e| + 3 + it 


由 于 f(z) 与 E| 二 十 ij 的 Fourier 级 数 中 非常 数 项 的 项 均 为 > 的 


速 降 函数 ,我 们 又 推 知 六 (z) 在 T\8 上 平方 可 积 . 因此 fe 
Lê (ING). 根据 Lie AD EKIRA EC S 6) ,我 们 得 到 


F(z) = > y ty, (z). 


khe S ,zi 一 Crz), jl, RIRA 


Cf uo) 
f(z) — REG 


-ainelt t)ar ia 


tolz) 


定理 得 证 . 

如 果 我 们 仅 假 定 FE (TN 名 ) 而 去 掉 加 在 f(z) 上 的 其 他 很 
设 , 则 命题 中 的 谱 分 解 公式 依然 正确 ,其 右边 的 级 数 与 积分 改 为 依 
L 范 数 收敛 . 关于 其 详细 证 明 ,可 见 参考 文献 L17]. 
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$11 Hecke 算 子 


Hecke 算 子 在 模 形式 理论 中 占有 很 重要 的 地 位 . 我 们 这 里 依 
Fa Kuznetsov lÉ BRK HITIA. 
设 asb;,ce,d 为 整数 满足 ad —bc=n , 则 线性 变换 
az + b 
cz + d 
被 称 为 一 个 = 阶 线性 变换 . 自然 ,如 果 | ” “| < SL(2,2), 则 其 线 


性 变换 就 是 一 阶 的 . 两 个 nn 阶 线性 变换 M 和 M 被 称 作 等 价 的 ， 
假如 有 一 个 gE SL(2,Z) 使 得 Mi 一 2M». 
对 任意 一 个 行列 式 为 的 整数 矩阵 M 在 SL(2,Z) 下 进行 行 


a b 
变换 ,我 们 都 可 将 M 惟一 地 变 成 | a D) ,其 中 cd 一 mp 一 ol， 


d—\,d>0. 放下 列 短 阵 代表 了 n 阶 线性 变换 的 所 有 互 不 等 价 的 
等 价 类 : 


M,= 


z — Me = 


be bj 
0O d, 
可 以 看 出 这 里 一 共有 a(n) = 人 4 An 阶 互 不 等 价 的 等 价 类 . 


如 果 M, 取 议 所 有 x 阶 等 价 类 , 则 对 于 任意 一 个 疾 定 的 gE€ 
SL(2,2Z) ,Mg EGTA n 阶 的 等 价 类 . 因此 对 于 任意 一 个 名 上 
RIE fle) ,以 下 ot oR 

JiM gz) s**t" rf (Man) 
是 fMir) ,fCMomyz) 的 一 个 置换 . 这 里 我 们 用 到 了 这 系 一 个 
事实 ,如 果 Mig 与 M, 等 价 , 则 有 一 个 hE SL(2,2Z) 使 得 Mg 一 
hM; TÆ (Migz) 二 fC(hMjz) 二 fCMjz). 从 这 个 性 质 我 们 看 出 
F Miz) +2 +f (Meu) FERRER z 一 gz PARE. 
假如 A(x) 是 一 个 Maass 波动 形式 , 则 


| , ad, = n,b, = 0,1l; ,did, > 0. 
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———- 一 -一 -一 一 rma 一 rr a A R A aae t da a 


[ 


JERA Mz) 
m 


也 是 一 个 Maass 波动 形式 . 事实 上 ,定义 1 KRO GAEM 
出 . 条 件 (3) 亦 可 直接 看 出 . 对 于 条 件 (2) ,我 们 注意 到 
ACF CM2)) = (CAN Mz) = Af (Mz), 
故 I/v n D SOM) LEER Laplace 算 子 的 特征 函数 ,特征 值 
TA A. 
这 样 我 们 得 到 -个 从 Maass 波动 形式 所 成 的 空间 到 其 自身 
的 一 个 映射 


1 zier 
-> J CMe) 


这 个 映射 就 是 级 Hecke MF , 记 作 了 Cr) : 


a(n) 


1 一 
(Tin f(z) = F (Mz). 
NS ie een 


注意 了 (并 不 依赖 于 阶 线性 变换 等 价 类 的 代表 M, 的 选择 . 


3 12 Hecke 算 子 的 交换 性 


所 有 的 Hecke 算 子 了 Cn)(n 一 1,2,……) 都 互相 交换 ,这 个 事实 
由 下 面 的 定理 得 到 ,其 证 明 最 初 是 由 Hecke 给 出 的 ， 
定理 ”对 任意 正 整 数 有 与 m, 我 们 有 


Tin)T(m) = >> z| 2) 
df! Cre, a) ' 
WA ”我 们 分 四 步 证 明 . 


(1) 设 (n,m) 二 1. 连续 两 次 用 Hecke 算 子 的 定义 ,我 们 得 到 
TODT Om) FC) 


= HE eee eee | 


ny? 


dy as 
OF (nom) =1,aa' 49 dd' Riki nm 的 所 有 正 困 子 , 而 a'5b 十 Bd 取 
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ee ee ee os T 


Tr EE pe rt RO ma Fe a e ~ 


WB cd 的 一 个 完全 一 余 系 . 故 上 式 右 边 等 于 了 (zz), 定 理 在 
Cm.n} =] 时 成 立 . 
《2) 设 p AEK. r A ERR m= pan =p. 我 们 有 


. 1 Ss {zt Ah! 
Tip = Fel foe ”人 
T(p oT (pf = p7 > | | 


H Tiz + t+ Bp’ ' 
+ Sy Eee I. 
由 于 上 式 右 边 第 二 个 和 式 中 的 1 十 bp' 在 天 固定 的 情况 下 取 遍 模 
p' "的 一 个 完全 剩余 系 , 我 们 得 到 《CT(p''')f)(z) 但 缺 一 -项 
Ft) BOB AMRF 
TEDI — FP ap T 
gaia Sn k=l 等 于 


Sor SSE ett) _ pss eet], 
ot Fa EA k = ee S ae 个 和 式 等 于 
(Tap OA) + fp 2) poe 


于 是 
TOT = TTD HT D, 
即 定理 对 n= p,m = p 成立. 
(3) Rna=p.m=—p HAP r,s HERR. RIXT s 作 归 纳 法 . 
设 对 sr, 


T(p OT’) = S TAa ay 
4#=0 


成 立 . 在 此 式 两 端 乘 以 T(p). 人 队 (2) 中 的 结果 我 们 看 出 TO), 
“TT(p ) 均 可 表 为 (pp) 的 多 项 式 , 故 TC(p)、T(p") 与 T(p') 之 间 都 
可 以 交换 .于 是 
TPIT OTC) = TT) + T), 
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LCST CS) = Tift] 十 T (p21), 
如 果 r + s > 2k, 
故 当 <r HY, 


Tp) 2 TOO) = Serr a > 


了 十 1 


一 p Tipe 十 T(pYIT Cp), 
k=¢ 
故 


sti 
TPIT eT) = ~T pani, dig 


£=0 


4 s=r 时， 
+ 5 一 1 
Tip) ST tt) = Tp) 十 DIT tat) 
k=O k= 


3—1 
十 Trip” 1 ) 


k 


= Spe a) + Te oT, 
k=0 


4 s<r 时 ， 
TOOT = TP ana, 


Oaksrmntr,s 十 17) 


通过 这 个 归纳 法 ,我 们 最 终 得 到 
Tp oT (p> = >> Tce oD ; 


DSi mnir, s) 
即 定理 对 n= p ,m= 二 pp' MM. 
《4) 由 (3) 我 们 知道 对 于 (am ) 一 1 A T am) =T oT On). 
故 如 果 n= ph pe m= pyle Py 1 ab 0 KAT 
A 
TDT im) = TROT ËD TPT h). 
根据 (3) 即 有 
TTO)= [TT DS Ter = 一 
J= 1 oSminte sb) dl Cam? 
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对 所 有 正 整数 nm 都 成 立 . 定理 证 毕 . 

在 .上 面 第 (3), (4) 步 的 证 明 中 ,我 们 实际 上 用 到 了 Hecke 算 
子 的 乘法 满足 结合 律 这 一 性 质 ,这 是 需要 证 明 的 . 首先 ,如 果 nom, 
i 两 两 互 素 , 则 

(TOIT MDT = Tom) TO = T amt) 
= TaT OMT), 

结合 律 成 立 . 故 在 (4) 中 我 们 确实 可 以 写 

T(n) = T(P) -T Op), Tn) = Tp yen Tp”). 
其 次 ,由 (2) 中 的 结论 我 们 知道 TCp" 可 表 为 了 Cp) 的 一 个 多 项 式 . 
Aut Set Tp). Cp). Tp 也 成 立 . 由 此 可 知 第 (3) 部 分 
的 运算 都 满足 结合 律 , 都 是 合法 的 , 更 进一步 ,了 T(n) 与 了 (mw) 之 疗 
的 乘法 可 以 化 成 两 个 以 了 (zi), Tp WE EL BMWA 
法 , 故 显 然 满 足 结 合 律 . 

Hit Hecke 算 子 的 乘法 是 结合 的 、 交 换 的 ,Hecke 算 子 生成 一 


个 交换 代数 , 称 作 Hecke 算 子 代数 . 
n Kt Techebychey SHR U(x) 的 定义 由 下 式 给 出 
sin(a + 1)8 Ne aa 
U.(cos@) = sing + n = 0,1,2, 。 


我 们 要 证 明 对 任何 正 整 数 r 成 立 
Tp") 一 u. Ire). 


BEE Up a = 1,0 (2) = 20K ERM r=0,1 成 立 . MAEA 
函数 恒等式 
2cos@sin(r + 1)8 = sin(r + 2)@ + sinrd, 
我 们 得 出 


20, $) = Urn $] +l). 


故 Tchebychev 多 项 式 满 足 与 T(p') 一 样 的 递 推 公 式 , 因此 有 
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T(p YU 二 TCp)) .从 Ulz) 的 明显 表达 式 我 们 得 出 


(= 1)'G@ — &}! 


Cp = EG GRY 


Or 


Tp 


$13 Hecke HTM ASP 


在 模 形 式 空 间 上 的 Petersson 内 积 定义 为 
CA = | fi@fazrdz, 
其 中 积分 区 域 DD 为 群 T 一 SL(2,Z) 在 上 半 平 面 久 上 的 基本 域 ， 
dz=drdy/ y". 
定理 对 任意 的 正 整 数 nn,Hecke MF T (nn) Xt F Petersson 
Amit e AME FT: 
TDF fD = A TO fa). 
证 明 BEFETTE). e Te HEARS IR, 上面 
定理 仅 需 对 Tp ETT IE : 
(Tp fife = STF). 
RNA AHH Tp) Sf 有 两 种 表示 方法 . 第 一 种 表示 式 为 


(TDA) = TF ADA) slez À 


1 4 jo 
M e Ps 一 一 = 0, l,’ 一 1 + = 
其 中 g, f: i (J P—1),gs» i 
式 为 


EZRET 


TWA) =e para |=] 
其 中 高 一 | O ole RLM RE TOS 的 定义 
Tip) f = wr fpz) + Si Sa 
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中 把 f(pz) 换 成 大 一 17Cpz)) 潭 得 出 的 ,而 第 二 种 表示 式 是 在 
T(zP)F 的 定义 中 把 fet) / pRB f( 一 p/ (zw 十 6)) 而 得 出 的 . 
用 第 一 式 我 们 有 


CTDi fi) = yl p OEE 
e2 WR = fil as"? S) #1] = 


1 01-: 
fl | A |. 由 于 dz 在 线性 变换 下 不 变 , 我 们 有 dz=dz'. id 


Di-| 。 中 ap 与 B- Üp rnas 


作 变量 代 换 z 一 | ，。 


CTC SiS) 一 pjr a f: °| va} dz. 


f a = z TEE 
ST Sa) = F hr A "|=]a<， 


其 中 
? 
B= |] zD. 


7 一 吕 


wal! 中 人 和 -man 下 js 


SL(2,Z) 的 Hecke FR} FHT. Cp) = | ° A ESL(2,2) | eicj 的 


作用 下 不 变 . 因 此 ,如 要 证 明 (T(Cp) 万 , 疡 ) 与 (万 ,了 TCF) 相等 ,我 
(J RADE BM B A Hecke 同 余子 群 T,(p) 在 上 半 平 而 名 上 
的 基本 域 . 
为 此 委 的 ,我们 首先 看 到 下 而 的 不 相交 并 集 
É 
SL(2,Z) = U DopE,» 


于 是 
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© = SL(2,2)D 一 T,(p) Yao = M (p)B. 
由 于 这 里 的 并 集 是 不 相交 的 ， BRE Tucp) 的 一 个 基本 域 . 另 一 方 


面 
gs eae Ke © =a 
sO lap? ja 
Ul, ra fae p 0 
0 1 0 一 1 
= je "| 
ofp) » roe) 5 
故 


to =] 0 =] 
Mee =| ‘ jroz = |? x js =s, 
B 也 是 Hecke 同 余子 群 的 一 个 基本 域 . 定理 得 证 . 


$14 Hecke 算 子 在 Maass 形式 上 的 作用 


首先 我 们 来 看 Hecke AT Ta) Maass 尖 点 形式 上 的 作 
用 .从 $ 3 我 们 知道 Maass 尖 点 形式 有 Fourier 级 数 展开 
f(z) = 之 cn Vy Karim yer, 


Hp p=/A—1/4,A 为 f(z) 对 应 的 Laplace 算 子 的 特征 值 . 
定理 1 设 Maass RAR f(z) 有 以 上 Fourier 级 数 , 则 对 
任意 正 整 效 n, 
(TNA) 一 之 人 (nm) ~ y K,(2x|m| ye", 


其 中 
tm) = 24 Cami 


aia, a 


证 明 ATONE RBH 


= | 
N o n 名 ,2 d 


(Tif) 
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mas o am a ee a m- 2a = ` menee Ah Mede I ye S 


K | 27 |m lay) 
ly d 


| 2rime(ar+bXd 
i 


由 于 >) et 44 dim 时 等 于 4, 而 当 dim 时 等 于 0, 故 


(mod d) 
(Tin) f(z) = ae > ie VadyK,,(2r|m|ayet™™= 
N a mae 0 
= D, V y Ki(2n|ml ye S) cam. 
mà Q aan 
a>0 
定理 即 由 
>) Cam, = tn) 
py iad 
a>d 
得 出 . 


定理 2 对 任意 正 整数 n, 
(Tn)E) r,s) 一 mol 2. Elz,s). 
证 明 首先 
Tiny’ So 2) P ay)" 一 ng (ny. 
故 当 Hecke 算 子 作用 在 E(z,s) 89 Fourier 级 数 前 两 项 时 有 
Tn) CEG) yy" + E 一 5) ’) 
= noain ECs)y + EC -- syta. 


设 
Cy 一 |m le | 72 | Js 


则 我 们 可 将 上 而 定理 1 证 明 中 的 计算 用 到 已 (=,s) 的 Fourier 级 数 
其 他 项 上 : 


T| D, 2em V y K, 2r |m | ye 


ma o 
= N y Kiln |m | yje > C mn jd” « 
m0 
dies, os 


故 定理 的 证 明 归 结 为 证 明 下 列 等 式 
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为 此 我 们 用 $8 定理 中 的 等 式 
TODT (m 一 > T zzi), 


gic. a 
将 其 两 边 分 别 作 用 到 天 (z,s) 的 Fourier BAR PRKMS r 的 项 
上 ,得 到 
TWT Ulm |) Ewy + EG — spy?) 


= | cecoy +ê — s}y''). 
ite. a 
由 前 述 讨 论 我 们 知道 
Tin) (Gs) y' + EC — Sy) = 6 CFOS) + FQ — dy"), 
FAL 
CnClml = a Cn |me| /a* » 


ou. ai 


最 后 由 于 c。 不 依赖 于 靖 的 正 负 号 ,我 们 就 得 到 所 需 的 等 式 ， 
§15 Hecke 算 子 的 对 第 化 


$14 定理 2 指出 每 一 个 Eisenstein 级 数 都 同时 是 所 有 Hecke 
算 子 的 特征 函数 ,这 也 就 是 说 ,Eisenstein 级 数 所 生成 的 空间 可 以 
被 分 解 为 一 维 子 空间 的 直 积 ,其 中 每 一 个 一 维 子 空间 都 在 所 有 
T (nd VER FASE. 在 这 一 节 我 们 要 证 明 此 结论 对 Maass RAA 
所 成 的 空间 也 成 立 . 

引 理 设 M 是 -一 些 两 两 可 交换 的 Hermit 矩阵 所 组 成 的 集 
合 , 即 对 任意 H,.H.eM 有 瑟瑟 ,一 五 ; 互 ,, 则 存在 一 西 纸 阵 U 使 
得 UHU =U HU 对 所 有 M 中 的 H REX AER. 

证 明 ”首先 我 们 可 以 只 对 有 限 个 矩阵 H e H, 进行 证 明 ， 
这 是 因为 M 中 只 有 有 限 个 线性 无 关 的 Hermit HK. 我 们 对 r 用 
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VAR r= 1 的 情况 属于 显然 , 设 引 理 对 r`-1 个 定 阵 He, 
H, BOL. AF ae ea RSA UHU oR Hermit BHR 
们 可 设 Hi HH, At AERE. 我 们 进而 可 以 看 出 对 任意 实数 
Err s Ery o E PE H= >, oH, 均 可 写成 


AA 0 


X 
| 


0 iD, 
其 中 Is J k; Bet Ft fiz Ft BE ,i 为 ls" ,rr 的 线性 形式 A SAA 
Va 22.24, 5A. 由 于 H, 与 瑟 ,，…, 互 都 可 交换 乘法 ,我 们 
AAA, =H, 对 所 有 实数 ce BO. 因此 A, 必 可 写成 以 
下 形式 
Ay, 0 
0 A 
其 中 A X k, BY Hermit BRE. 我 们 可 取 酉 矩阵 U, E UAU, 
Ci=1,+0,2) 为 对 角 和 矩阵 . 定义 
UL, Q 
U = A 
Q U, 
NAER UO Ho H, EE At AE R. 
定理 存在 由 Maass 尖 点 形式 组 成 的 标准 正 交 系 ,其 中 每 一 
个 尖 点 形式 都 是 所 有 Hecke HPT) (2 一 1.2,…) 的 特征 函数 . 
证 明 i Na APA Laplace HT (FA FRE A AK 
Maass 尖 点 形式 所 生成 的 空间 . 显然 Ni E Laplace 算 子 作用 下 不 
变 , 根 据 3 4 的 谱 分 解 结果 ,我 们 又 知道 Yi 或 者 为 零 空间 ,或 者 为 
有 限 维 非 零 空间 . 由 于 Laplace 算 子 与 Hecke 算 子 交换 ,NN 也 在 
所 有 Hecke WF TOWER FAS. 我 们 在 Ni; 中 取 一 组 标准 正 
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交 基 , 则 每 一 个 Hecke 算 子 人 人) 在 这 组 基 下 的 矩阵 都 是 Hermit 
1 RE. 由 于 Hecke 算 子 两 两 交换 ( 见 $8). 这 些 Hermit 1% B Jr A 
两 交换 . 根据 上 窗 的 引 理 ,存在 一 个 丁 短 阵 1 使 得 对 所 有 的 这 些 
Hermit # PE H, 'U HU 都 为 对 角 和 矩阵 . 这 也 就 是 说 ,我 们 可 以 用 
U 得 到 一 个 新 的 Ni 的 标准 正 交 基 , 在 其 上 每 一 个 Y(tn) 都 是 对 骨 
EE. 于 是 这 个 标准 正 交 基 中 的 每 一 个 Maass 尖 点 形式 就 是 所 有 
T Ca) AS FA E eA R. 

由 于 了 (xz) 是 一 个 Hermit 算 子 , 它 的 所 有 特征 值 都 是 实数 . 我 
们 按 Laplace 算 子 的 离散 谱 0 一 < 四 委 1 委 …… 的 顺序 将 所 有 Na 
中 的 标准 正 交 基 中 的 Maass RSI RIL pii), m HY 2) E 
T(n) 下 的 实 特 征 值 记 作 C): 

(Tint? z) = 2,09 ¢, C2). 
REH T a) LEE jy, Cn) 除 了 一 个 常数 系数 外 与 
p zD Fourier 系数 c,(n) 相 等 . 事实 上 ,由 于 


bz) = Dem) N y Kar jm | ye" 
m% 0 


是 工 (n) 的 特征 函数 ,我 们 知道 
(Ting) = >a nem) V y K, (24 | m | yje, 
mad 


而 根据 $14 定理 1 又 有 
(Ting, (2) 一 5| > onm/d’) | VTK. (2r |m |e, 


Es 
故 
4 ndc; im) = 名 c,| am ; 
如 果 我 们 特别 取 m = 1, Hd _ 
Cac’ = cin), m= 15,250. 
从 这 个 等 式 我 们 首先 得 出 oOx o RA j R, A RAT 
必然 有 cn) =e (—n) =0 (一 1,2,…); 这 是 不 可 能 的 (因为 A, 
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不 恒 等 于 零 ). 为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 取 Laplace 算 子 的 两 个 
不 同 的 特征 值 与 入 ,又 在 NN; 与 Ni 标准 正 交 基 中 各 取 一 个 兴 点 
BRAENAS AEN, AT A Sf, WA Fourier 系数 不 能 相 
Fe [a] ~ 45 SX FEAT) BY Pe — PE n HE A A TET OF 
特征 值 pn Fo pen) Ala]. 由 于 

TF fd = (TW fe), 
故 

Mm nfs fe) = poly Cf, fs). 
Boros we Go RNB Sf, Sf, 正 交 .这 就 最 后 证 明了 定理 的 
结论 : { 几 ) 是 一 标准 正 交 系 ,其 中 每 一 个 少 都 是 所 有 Hecke HF 
A) RFE pa PRE. 

从 定理 的 上 述 证 明 中 我 们 还 可 得 出 y, 的 Fourier 系数 所 满足 

的 一 个 恒等式 . 事实 上 ,我 们 知道 


cin) 


f(r) U c1)’ 
故 
cincim) = c,(l) Pe cl ot : 
d0 i 


| nm) 


只 要 一 个 尖 点 形式 同时 又 是 所 有 Hecke WFR, EHR 
关系 即 成 立 . 在 Eisenstein 级 数 的 博识 下 .类似 的 关系 在 》14 十 
理 2 的 证 明 中 已 经 得 出 . 我 们 称 这 种 性 质 为 Fourier 系数 的 积 性 ， 
其 来 源 于 Hecke 算 子 的 积 性 ( 见 § 14 ERED. 


$16 RREA Fourier 系数 的 估计 
在 315 中 我 们 证 明了 在 空间 Las T) HAF EH Maass R 
点 形式 组 成 的 标准 正 交 系 ,其 中 每 一 个 尖 点 形式 都 是 有 所 有 Hecke 


AT T(x) 的 特征 孙 数 ,从 而 其 Fourier 系数 cln) 满 足 等 式 
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c(n)e(m) = cl) Zit e| em), 


Pia une 


如 果 不 要 求 这 个 正 交 系 是 标准 的 ,而 对 其 中 每 一 个 尖 点 形式 设 
cf(1) 一 1, 则 我 们 得 到 Lie AMATER ACS} ,其 中 每 一 个 
尖 点 形式 f,(z) 的 Fourier 系数 cj(n) 都 满足 条 件 


cincim) 一 Zit c| 2} . 


djin m) 


特别 我 们 看 出 ,cjn) 是 nn 的 积 性 函数 . 

对 于 每 一 个 这 样 的 尖 点 形式 f(z) 我 们 定义 一 个 Dirichiet 级 
数 

gs) = > I. 
nl 

为 了 研究 这 个 Dirichler BBA WARE. KH BAT Fourier 系数 
c, (n) 进行 估计 . 对 此 有 关于 非 解 析 Maass 形式 的 Ramanujan- 
Petersson 猜想 

猜想 ”对 于 上 述 LL TOW ERAS) PERT 
Maass 尖 点 形式 

f fz) 一 Dotn) Vy Karjane, eA =l, 
per 


E Fourier 系数 cj(n) 满 足 : 对 任意 e>o, 
cilin) = OOF), 
其 中 OO PAH RRA RMT e j. 
在 这 里 我 们 要 说 明 的 是 对 于 权 为 点 的 解析 尖 点 形式 ,如 果 其 
Fourier 级 数 展开 式 为 
f(z) = Dame, 


nO 
则 其 所 对 应 的 Ramanujan-Petersson 猜想 为 
a(n) = O(n 1)72 十 E a 
特别 来 说 ,对 于 Ramanujan A% . 
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+. amar ee vA 


ee en rr ght A A AP ifn en Vo er tt Rate ke ~ > 


e2 [ad 一 e)” = >,r(n)e™, 


n=l axl 
rn) = OG ***), 
XD HF RB ST SE A FE RAN Ramanujan-Petersson 猜想 已 经 被 
Deligne50 用 代数 几何 方法 于 1974 年 证 明了 . 

但 是 对 于 我 们 的 关于 非 解 析 Ramanujan-Petersson 猜想 ， 
Deligne 药方 法 已 经 无 能 为 力 . Bruggemau l5 Kuznetsov!] 证 明 
了 了 

e,n) = Onit), 
其 证 明 我 们 后 面 还 要 叙述 . 这 方面 最 好 的 结果 是 Kim 4 Shahidi 
得 出 的 
cn) = O(n 3+’), 
对 于 GOR RM BH EFA Hecke FF 
cn) = Omt), 
FUE HA BRAS Fon = pp: ph HE, RRA c, (pp res Cpr) H 
于 
《一 D'a — k) 


P ed SS PAER 
clp) = lp) oo kita oes HOD 
= O(4;( py"), 


Hecke 上 界 可 由 2, (p< p+1 得 出 . 
出 这 个 Hecke 上 界 我 们 可 知 Dirichlet RH p, Cs) 在 半 平 面 
Res > 2Ug 3k. 我 们 进而 可 得 到 这 个 Dirichlet 级 数 的 Euler FER. 
定理 RT Re s>2, 
pE) = [ [A op pp H po). 
证 明 根据 
cinje m) = > c| 2 


d|a, 
可 知 
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oo tat 
> Fa. —c,(p)p + pI 1. 
=0 


事实 上 ,上 式 左 端 等 于 
en á on a-1 ， a—2 
Sy ee 57 Apep A 2 
o P Si P rs 着 
由 于 
ci(p)ciCp* 1) = cj p*) + cp" 75 
我 们 得 到 
i a) amad?) _ , 
i p Fa l 
因此 
5 Ee 一 (1 — csp + pot 
imo Ê 
定理 则 可 由 本 
£; P = acn 
Ile p* 之 ; n 
推出 . 


§17 Hecke 算 子 在 Eisenstein 级 数 上 的 作用 


我 们 已 经 得 出 了 Eisenstein MAH Fourier 展开 式 
E*(z.s)= êC) y + êC — sy" 


+ 2S y DEK 1262" |a| ye", 


a0 
HEP EGS) =x Ts £028) Cn) = |n aan). $14 定理 2 MX 
给 出 了 Hecke HFE Eisenstein 级 数 上 的 作用 
TipE(z,s) = 1, Elz,s5). 
45 Eisenstein 级 数 相 对 应 的 Dirichlet 级 数 为 
T(n) 


n=l} n 


由 于 对 于 Re s21/2 RWA leo | <n [Re Z Cna). 故 这 个 
Dirchlet 级 数 在 半 平 面 Rer>Rest > Wr Sk. 
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第 二 章 Selberg FAR 
$1 不 变 算 子 


我 们 在 第 一 章 考 虑 过 的 非 欧 Laplace 算 子 
在 群 SLC2, 哟 ) 的 作用 下 不 变 , 即 对 于 g€ SL(2,R) RIE 
A(f (gz)) = (Af ez). 
满足 这 个 性 质 的 算 子 被 称 为 不 变 算 子 .除了 不 变 微 分 算 子 以 外 我 
们 还 可 以 考虑 积分 算 子 . 一 个 积分 算 子 工 定义 为 


(LAG) = | ec Seeds: 


OP kz, 2’ 0 RR ER. 可 以 看 出 一 个 积分 算 子 是 不 变 算 子 , 当 
且 仪 当 其 核 函 数 满足 条 件 
R(gz, gz") = k(2,z!) 
对 所 有 gE SL(2.R).2,2'€ & RU. 
反 过 来 ,我 们 称 一 个 函数 上 (=,z') 为 点 烛 不 变 式 ,如 果 对 于 任 
意 gESL(Z, R), zsz EG MU kl gr. gz" 一 上 zx). M-P RE 
不 变 式 我 们 可 得 到 一 个 不 变 积 分 算 子 ,定义 如 上 ,有 时 也 简称 为 不 


MF. eK —SO(2,R) = eee ey joer}, w K 为 


SL(2 WRA RATA. 
通过 映射 g FrgiE 吕 ,我 们 可 把 SL(2,Z)/K 等 同 于 上 半 平 面 
9. 故 每 一 个 名 上 的 廿 数 f(z) 都 可 看 成 SL(2,R) 上 在 KK 的 右 作用 
下 不 变 的 函数 . 特别 对 于 点 看 不 变 式 来 说 ,Cz,z'),z,z'EE 多 ,可 以 
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tr = arar nee re SALE rE aor 


被 表示 为 有 (gg ee ESL, R). BF klgez gz’ =k) 我 
们 可 知 存 在 一 个 SL(2,R) ELM BR Fee) 使 得 ke.) = 
Fig ¢). UK kles 所 定义 的 不 变 积 分 算 子 可 以 表达 为 


5D)= | karede = f FOF (g'g)dg" 
ki] 5-2. R) 


= flgg' Fle’ de’ = fx F, 
SL(2,2} 


即 ff 与 FF 的 卷 积 ,这 里 dg' 是 SL(2,R) 上 的 Haar 测度 ,通过 正规 
化 使 K 的 体积 为 1. 

HF klgo gC )=klg: MOA g g ESL, R) o, E 
K 成 立 ,我 们 得 知 Flo gd) = Fg), EI F 在 每 一 个 双 陪 集 KgK 
上 均 为 常数 . 由 Cartan 分 解 我 们 知道 SL(2,R} 可 表示 为 下 列 不 相 
ZHR: 

a 0 | 
SL(2,R) = Ux(é val 


a 


故 函 数 PCg) 由 其 在 | < Sal 上 的 信 惟 一 确定 ,2 之 1 特别, 我们 
由 KgK=KgK 看 出 FSF). 
定理 (Selberg'*1) ”任意 两 个 名 上 的 不 变 算 子 工 与 互相 交 
Fh. 
证 明 AFR RT ARTES he) ,并 将 其 看 做 = 
的 函数 来 对 此 证 明 工 - 工 光一 也 :工交 , 这 里 L 与 LL 中 的 下 标 = 表示 
PEAS LS LEATRO. WB PERE. 记 
Lk(z,2) = ki (zz), 
则 性 zz RAT SBF ER: 
Ri(zg.2'g)= (LA) (egs2z'g) = Ll(k(lzg ,2' 8g)) 
= L,(k(z,2')) = K (z,2'). 
Ah a Be ksr) BR Fe’ eds WL (FE Og) = 
(LF) Cg g IRE TF RAVER. ROLE) (= (LPF) (eg DR 
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LltF(lg' ig)= (LF)(g' ig) = (LF) Cg 2") 
= L.CF(g"'g')) = Le Eg 8))， 
HERI BAe H 
Lee 2) = Lrklz,z 3. 
因 和 作用 于 不 同 变量 的 积分 算 子 可 交换 ,我们 得 出 
LULA = L Lek = Ly Lik 一 工 -了 
YTF -RARA SRE MPR BR 
[cos? ~ sind 
Fe (@ 1%) = 去 |. “saz 


\ sing cos 
其 中 6 ESL(2,R) AWE cozo 一 i 的 某 一 个 矩阵 . 更 确切 地 说 , 积 
分 式 中 的 oj 由 关中 的 下 标 zo 决定 ,而 第 二 个 co 由 六 的 第 二 个 
变量 决定 . 换 句 话说 我 们 定义 


te ee =f Foz oe cos? 
其 中 opzp =i, 2 =i. Wl fC zz’ ) 是 一 个 点 看 不 变 式 . Bee E Br 
证 之 特殊 情况 ， 
ELE Fe, Ci = LL, (fe (ea 

取 z’ = 25, WU 

LEM fz) = LLM. f), 
这 里 M jz) 即 为 上 面 所 定义 的 fa ozo). 由 于 工 GL, 均 为 不 
变 算 子 ,从 Me FCD LE 

M, LLf (2) = MLL, f 2). 
取 zx 一 *, 我 们 最 终 得 出 

了 了 rz) = LL f(z). 


soz) dé, 


cos — siné 


o'z] dg， 


证 毕 . 
§ 2 微分 算 子 与 积分 算 子 


8 1 中 定义 的 算 子 M., 被 称 为 中 值 算 子 : 
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er et re TO er er et MR I 一 


cos 一 sing 
M. f(z) = -Eor p pad ave 40, 
上 其 中 Goza +t. aie M, 作用 到 函数 
= (Im z)‘ 
tt, Be ff J74 Bl pH R 
1 ‘cos? — sinf) 1: 
hai [im | sin? cosé: z] ae: 


由 十 y 是 Laplace ce A AS IEA H, REE s 1 — 5) ee) 18, 
是 A 的 特征 函数 ,特征 值 亦 为 s《1 一 s). 若 将 oD BR wl g) MWK 
们 得 到 一 个 在 每 一 个 双 陪 集 KgK 上 均 为 常数 的 函数 . 

中 值 算 子 也 可 作用 在 任意 的 线性 算 子 L 上 . 令 了 为 线性 算 
子 f(z)rFm>f《(gz), 其 中 gESL(2,R), 则 定义 


M. <L) = =R T,LT;d6, 


cos@ —sin@ 


其 中 区 一 Go sing a oo H dozo =i. 一 个 线性 算 子 为 不 变 算 


子 当 且 仅 当 它 与 所 有 了 * 可 交换 . 

设 上 为 一 个 不 变 微分 算 子 , 则 M. (ZL)== 上 . 对 于 zo 二 1 来 说 ， 
这 等 价 于 

ki ToT, Hee bea = (OVS). 
如 果 工 的 阶 数 为 1, 则 可 见 上 式 不 可 能 成 立 . 故 不 存在 一 阶 不 变 微 
SAT. 由 于 任意 一 个 二 元 多 项 式 , 如 果 其 在 所 有 正 交 变换 下 不 
变 , 它 必然 是 XHY 的 一 个 多 项 式 ,我 们 得 出 

a æ 

FU a] 
是 名 上 最 小 阶 数 的 不 变 微 分 算 子 ,而 且 任 何不 变 微分 算 子 均 是 和 A 
的 多 项 式 . 

一 个 定义 在 名 上 的 函数 f(z) 如 果 满 足下 列 条 件 , 则 被 称 做 球 
带 函 数 : 
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a=- 


eem re re - -一 -一 一 一 -~ 一 -一 oo te =- = . a wass va an ewen apaan rr =d 


(1) fG@=1; 
cos —sin@ 
(2) fC (M2) =f), ERD = 


sin cos? 

(3) Af=Af. 

F (TTB On PA EY BP w(z) 就 是 这 样 一 个 球 带 函数 . 不 难看 出 
Ri AZ f(z) 由 4 的 值 惟 一 决定 . BRET ORR. 
它 可 由 当 工 取 遍 所 有 微分 算 子 时 元 F 在 i 点 的 值 惟一 确定 . 而 如 果 
我 们 只 考虑 Lf 在 i 点 的 值 , 则 TioLT ias 5L wd. 因为 f(z) 是 
一 个 球 带 函数 ,Ti 二 了, 故 在 i 这 一 点 上 土 成 立 Tiw,LTnbf 二 LF. 
故 对 于 任意 一 个 微分 算 子 工 , 我 们 可 只 考虑 LS 在 i 点 的 值 ,这 里 
L=M: (DJ LEP ARS Mi 作用 下 的 像 . 又 由 于 对 于 任意 如 此 
的 Lo 可 找到 一 个 不 变 算 子 LER LAS LS IK RHA 
A, FRY PRR FCz) 就 可 由 当 雹 取 遍 所 有 不 变 微 分 算 子 时 环卫 在 
i 这 一 点 的 值 所 惟一 确定 . 由 于 任意 不 变 微分 算 子 都 可 表示 为 非 欧 
Laplace 算 子 A 的 多 项 式 pA RIAN ODO =p Aas 
PA). REREH R% f(z) 由 其 所 对 应 的 特征 值 A 所 惟一 确定 . 

下 面 我 们 可 以 考虑 不 变 微分 算 子 与 不 变 积 分 算 子 的 特征 函数 
之 间 的 关系 . 

定理 1 设 7Fz) 为 在 二 半 平 面 急 上 定义 的 非 欧 Laplace RF 
A 的 特征 函数 ,特征 值 为 4: Af=AS. 对 于 任意 不 变 算 子 工 , 存在 
一 个 仅 与 革 与 相关 而 与 (OA BR ALA) ,使 得 

Lf = A, (ADS. 

证 明 MMM s Ess AJFEN wlz —awlg' Tte), 
则 wiz,z ) 是 一 个 点 看 不 变 式 . 因此 wlz EA z PRR, XI 2’ 
在 SL(2,R) 中 的 稳定 化 子 K' 的 作用 下 不 变 ,并 且 Aw = dw, i 
wl(z,i) 差 一 个 常数 因子 外 是 一 个 球 带 取 数 . 由 于 不 变 算 子 之 间 互 
AB BERR, AR o (2) = Lee (2,2! AL Aw = Aa HH aD E K 
作用 下 不 变 . 因此 工 -mw(z,i) 差 一 个 常数 系数 也 代表 一 个 球 带 函数 . 
根据 球 带 函 数 对 于 特征 值 4 的 惟一 性 ,以 上 的 两 个 球 带 申 数 之 间 
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GER; 


ae ER RAE > . rr 


满足 关系 LL.w(z), 让 一 Aj Awlz,1), 因 此 
Lw(2,2') = Ap(Aw(z,2'), 
其 中 常数 系数 A tN) 仅 依赖 于 工 与 和 
我 们 进而 考虑 A 的 任意 一 个 特征 范 数 f(z);Af 二 4f. 由 于 
My jz) 是 一 个 点 耦 不 变 式 ,我 们 有 工 -ag- rz 一 如 (MGCz)， 
故 MLI C= Me (ALO Fa). 取 盖 一 = 我们 证 明 出 
Lf(z) = A, A F(z). 
证 毕 . 
定理 2 我 们 考虑 所 有 这 样 的 点 硝 不 变 式 有 &(z,z'): 其 通过 
kg. g 一 FE 5) 所 定义 的 函数 下 (8) 为 无 穷 次 可 微 并 有 紧 支 
集 . 如 果 一 个 总 上 定义 的 函数 F(z) 是 所 有 这 些 kle, 7 所 对 应 的 
不 变 积分 算 子 的 特征 函数 , 则 f(z) 也 是 岛 上 非 欧 Laplace 算 子 的 
特征 质数 . 
证 明 设 &tz,z') 为 满足 定理 条 件 的 一 个 点 耦 不 变 式 ,并 设 在 
FTA 
| Ez IS de = Af(z) 


中 特征 值 A 不 等 于 零 . 我 们 但 能 找到 这 样 一 个 Cz,z') ,除非 f(z) 
JL Rb AE. 由 于 了 lg) 无 穷 次 丁 微 ,我 们 进而 可 了 肥 以 上 这 样 的 
一 个 Å Czsz’ ) ,使 得 了 2 二 gi1(z,z') 存 在 . 由 天 ki (之,z') 也 是 
-- 人 点 看 不 变 式 ,并 同样 满足 定理 中 的 条 件 ,我们 得 到 
RIG ende SAF. 
(ERA SF 
REG ja = Af kez Fedr = Afe, 
这 里 我 们 可 以 将 微分 算 子 与 积分 号 互 换 是 因为 fitg) 有 紧 支 集 .由 
于 4<0, 我 们 最 终 得 到 
Af = MA-!f. 

证 毕 . 
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OO Oo CO + pe 


$3 Selberg Æ ff 


di § 2 可 知 如 果 对 于 A 一 一 2 S450] Harmar 


f ae ICL? dz’ = ACAD 》， 


KERTA TIE Ac CA IK RA oR Cz H A LM k BB AL 
是 一 个 线性 变换 . Selberg 给 出 了 这 个 线性 变换 的 具体 形式 ,但 未 
给 出 证 明 . 在 这 一 节 中 我 们 按照 Kubotat*| 的 思路 给 以 介绍 . 
对 于 上 半 平 面 6 中 的 两 个 点 z Se ,它们 之 间 的 非 多 距离 为 
d(z,z') 一 Slog i Soe J eT a 
fe SLO. WER de. EAA TRER. 因此 任意 
我 们 取 点 看 不 变 式 


toes = eS 
Im(z)Im(2') 
则 
f(z,2') = e2dlz.2') + eTEN? ~ 2 


(由 此 我 们 证 明了 ir AARRE 反之 


> 
dizz) pam slog 人 


Al 此 我 们 可 取 一 个 定义 在 正 实 数 上 的 图 数 类 人 ) 使 得 下 (zy ) = 
kalz, )). 

A-FER A=s- = +r HAEL- THEM 
Bho Me: 

ACA) = ACY). 
H E FR TFS SU — A ROODE A BY REE HK Selberg 变 
i. Selberg 变换 的 具体 公式 由 下 面 定理 给 出 . 
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定理 1 RAO LEELR LAMAR, VB 


Qww) = | eat 
定义 g(x) 如 下 
gau) = Qlw), w= e pe™ 一 2， 
则 hír) = 全 -ecoerdz 


为 (2) 的 Selberg 变换 . Selberg Wi He H 
gu) = -A hlrye "dr 


十 = 
及 A(t) 一 一 aL ae 


给 出 . 
WEB (Kubota Mgt eG) hZ BAXRA 


[ EEDS de’ = hf ie). 


取 f(2=y' WA 
[alegre no 


yy 
其 中 y 一 Im z, y =m 2’. if c—Re z,2' =Re 2’, W 


Ee =%43- 2 十 人 


yy yy 
作 变 量 替 换 
we pag, pag ee 
> ti YF 
我 们 得 到 
十 ce KERAPA “a Pe 
Í hwt EEEa =2| kf w a2" dz’ 
-ee yy = yy 
a ie as ae Pe ; R(t) 
= [ee ae = Vy Fea. 
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Jos EF. PO st | (r= ? 
fel a ly dz f, y Tidy [ale + aE dz 
= [ Qc yy ydy". 
设 y /3y 一 e", 则 上 式 等 于 
+o 


to 
| E(u) ye? è (yey? è yerdu= Í gue“ TD due ë y 


= sf glue du. 


由 此 我 们 可 推出 定理 的 第 一 部 分 ， 
定理 的 第 二 部 分 第 一 式 实 为 Fourier 道 恋 换 公 式 , 为 证 第 二 
式 我 们 用 分 部 积分 计算 ， 


一 = Vw — udQCw) = 去 | eaa Mw— u 


ne ted i k(t) 
加 | | N W — usni — ried 
交换 积分 次 序 并 对 w 积分 ,我 们 得 到 
= Sade) = | koar, 
等 式 两 边 对 w 取 微 分 , 则 定理 第 二 部 分 得 证 , 证 毕 ， 
利用 Selberg 变换 公式 ,我 们 有 以 下 结果 . 
定理 2 设 k(z,z 为 一 点 灶 不 变 式 , 令 上 (4) 为 满足 上 (z,xz') 
一 (ECz,z')) 的 函数 , 则 
Wk P| 2} do = ~ yy' g (logy — logy’), 
其 中 ga) ACH 1 Ph kae NHR S. 
WHA Kubota D 等 式 左 端 等 于 
[os ERARE sde = 2{ al Gaye ts) TA 
PEREM =r / ly dxa=v yy / 2N tdt, EAS BAM 
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ro er s - 了 和 二 ON a Re nt 


又 设 
了 
=w=—e* +e * — 2 = (e*7 — eM" ?y? 
il 
+o 
Í k(z,b + zd = v yy’ < 
一 w /t — w 
= Vy Qe) = VS yy glu) 
= Vyy' gClogy — logy’). 
HEHE. 


S4 不 变 积分 算 子 的 谱 分 解 


在 第 一 章 §10 中 我 们 曾 推导 出 非 欧 Laplace 算 子 的 谱 分 解 公 
式 , 但 其 证 明 仅 对 满足 很 强 的 解析 条 件 的 钻 数 f(z) 成 立 . 下 面 的 
定理 则 没有 那么 强 的 限制 . 首先 我 们 指出 ,如 昌 f(x) 为 一 波动 形 
式 , 则 


1 ! p Ti f 3 rf 了 
J ee VF C2 dz = fing Dek? VFN 2' dz 


一 JK st Df (2 dz", 
其 中 K (z,2') = Sklzy ). 对 此 有 
yer 


f K (z,2')>f1(2' dz' 和 J= [Af K(2z,2' )f(2" dz’ 
ms ms 


定理 ikl, =k lz 2!) H— RIBAS ADH RD 
的 Selberg 变换 . RE ROA-TPEERHLEFKAMAAE 
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eres saree ee es met pee nee ， en e ，- ` “ ke sme ree er nee 


支 集 的 函数 ,定义 
Wises = r= “GPEC DER Sar, 
上 及 
K(2,2') = K(z,2'} 一 Hz,2'), 


其 中 :二 方 十 这 , 则 对 于 任意 尖 点 形式 fase 
| eh =v. 
mS 


且 天 (>,z') 是 = 与 愉 在 基本 区 域 忆 上 的 一 个 有 界 函 数 . 

证 明 首先 我 们 指出 Ae E LPH AOR. 根据 定理 
中 对 (0) 的 假设 ,Q(tw) 对 足够 大 的 w SPS gO KR E 
的 一 个 无 穷 次 可 微 且 有 紧 支 集 的 函数 ,由 此 推 得 其 Fourier 变换 
hG) 7A R EWI --- Schwartz HR. 另 一 方面 Eisenstein 级 数 
ECz,5) 当 一 六 十 时 是 > 的 一 个 多 项 式 增长 函数 ,这 一 点 可 从 
E(z,s) 的 Fourier 展开 式 中 看 出 . REER FIK. Orjal 1 过 
e "Ko(2) ,Elz,s) 的 非常 数 项 部 分 对 有 界 , 而 常数 项 则 对 7 为 


多 项 式 增长 . 由 此 可 知 Az HIE LPR OAR. 

对 于 任意 尖 点 形式 fz), HE Fourier 展开 式 , 可 知 对 于 任意 
的 ee RAS y | fe) 1194 yrt on Am FS. 故 根 据 第 一 章 
§10 的 计算 ， 


| Elz',s)f (2')de' 
me 
收敛 并 等 于 
,dzdy _ (° dyf’ ee 
MEOE y =f» Z| fer + iyide 0. 
故 对 
[n Bs ee de 
me 
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I ee de re me nn SFM - Á so N 


IT nan mey å sm 4 


= 站 | d| Ar)EGz DEC sf (2' dr 
4x oe EDA: + 9 -> 


中 右边 的 积分 进行 交换 ,可 证 得 其 等 于 零 . 
我 们 进而 证 明 尺 (z,z') 是 zz 与 z' 的 一 个 有 和 界 炒 数 . 根据 
Eisenstein 级 数 的 Fourier 展开 式 ， 
E*{z,s)— F(s)y + ÊQ — s)y ™ 
+2Vy Do in| Mo a(n Kian Caelal ye, 


ated 


我 们 知道 其 常数 项 Ey +E — YO SNR y 趋向 于 co 
时 的 一 个 速 降 函 数 . 记 这 后 面 的 级 数 为 Ees), MA 


ECZ, DEC S} =|» + EG yi 7 E(2,s)} 
x [y7 + UD, n= + Ecz =). 


注意 对 于 5 一 去 十 ir 有 


SC 5). ees) si 
&(s) ECs) 4 


故 
ECz,s)E C2’ ,5) 


A PAS) | 


(l — s) erK] — 5) 
Ecs) ECS) 


+ Ete.s){ 7+ Êy] 


+ Ecz' ,Dy 十 EER t=) + FE(z,s)E(2' ,5)。 
Wy TERK, fbx 5 z HANAR, RITR RAEE: 
(1) xz' 在 基本 区 域 D 中 有 界 但 y 赵 于 cc ,以 及 
《2) y 与 y 均 趋 于 cc. 
在 (1) 的 情况 下 ,上 式 右 端 第 三 行 的 乘积 当 y 趋 于 co 时 趟 于 
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S (yy)? 十 (yy yite 


rs ymma oe ee 


0, 而 第 四 行 与 第 二 行 的 项 乘 上 上 Ar) 对 -积分 后 亦 赵 向 于 零 , 例 如 
由 于 yy 一 co， 


为 Fourier 变换 的 一 个 基本 人 性质. 
在 (2) 的 情况 下 ,第 三 ,四 两 行 均 趋 于 0, 而 第 二 行 两 项 乘 h (7) 
后 的 积分 亦 趋 于 0. 我 们 现在 所 剩 下 的 就 是 积分 


ir 1/2 | eau can 
tx] Poor (+ o jar 
tor 
= x (yo | tr hen + e7 7 {logy— logy) jp 


AF gE (a. A A ORA (ew. UR A ERS 
成 : 


十 co 
1 VF heted = wedogy — logy’). 


以 上 的 结果 说 明志 (z,z!') 等 于 Myy'g(logy 一 logy') 加 上 一 个 z 与 
寻 的 有 界 国 数 . 特别 由 于 g(x) 是 一 个 在 足 上 无 穷 次 可 微 且 具有 紧 
支 集 的 函数 ,五 (z,zx') 当 只 有 一 个 z 或 z' 趋 向 于 oo 时 仍 为 有 界 函 
数 . 

RMM Kleg ezez OD 由 十 RORKR SE. 4RA 
一 个 yy 或 y' 趋 向 于 十 o2 时 外 {zx,z') 有 界 . 事实 上 ,如 果 2' 在 菇 本 区 
域 D PRE y SN, RREA 7Yz' (YET) 都 包含 在 上 半 平 面 的 带 
形 区 域 虚 部 所 NN 之 中 . 如 果 这 时 yo, M = 与 上 述 带 形 区 域 的 
非 欧 距离 趋 于 翅 穷 , 故 z SPA Yz 之 间 的 非 欧 距离 亦 一 致 趋向 无 
F. 由 于 &(t) 有 紧 支 集 ,可 知 当 y 充分 大 时 所 有 (zx,7Yzx') 均 等 于 
a HK (Cz, 2’ DIBA SE. 

4-2 € D M y.y ABM +o Mea ET Y iE 
会 于 带 形 区 域 虚 部 所 1 之 中 . 故 当 zxzED 而 yw 王 十 2 时 ,z 与 这 些 
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YOY ET. A SERB ROB FHF. 因此 对 充分 大 的 y, 所 有 
klz Yz) YET. IGHE. A > k VDR YR. BIS YET... 
YEr 


ziz E Dry y — + oot, 与 7Yz' 之 间 的 非 殉 距 离 可 能 保持 有 限 ， 
Ba Kove! EF Dkm Dale | | ?= | 加 上 一 个 有 
神明 数 .根据 上 节 最 后 的 定理 2 

fe i IE | db = ~/yy' g (logy — logy’). 


MkOQOA ICKY RA AA ZR BH Rit. TARFAR, 


故 级 数 
pF 
ei an ae 

等 于 Myy gdlogy 一 logy ) 加 上 一 个 = 4 z ARR. 

Ra LEAFA (zs) Kle 的 计算 ,我 们 推出 下 = ,>) 
为 z Beha wR. EH. 

这 个 定理 把 一 个 不 变 积 分 算 子 的 核 郴 数 K Cz, z) RP 
4), BL (252°) 5 K(z.2') FOB (z.2' ) 可 用 Eisenstein 级 数 明 显 
Hh aR HE WK (2.2 Keo 2c A RBS. 由 这 个 核 函 数 的 
分 解 式 我 们 即 得 出 其 积分 算 子 的 谱 分 解 ,连续 谱 部 分 的 谱 分 解 由 
Eisenstein 级 数 给 出 . 面 玉 =,z') 部 分 的 谱 分 解 在 下 节 中 考虑 . 


8 5 不 变 积 分 算 子 在 连续 谱 上 的 作用 
3 4 定理 的 证 明 中 我 们 推导 出 了 对 寺 任 何 尖 点 形式 f(z) th 
有 
| H(2,2')f(2" de’ = 0, 


即 由 恕 定义 的 积分 算 子 在 尖 点 形式 的 空间 上 为 零 算 子 . 在 本 节 中 
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-一 一 一 -一 一 一 一 re uae yam aar -rr ~ Wa TN rr a an 


FE BEM BK ee 定义 的 积分 算 子 在 不 完全 日 级 数 空间 
的 子 空间 OTN) ASA. 

定理 By 为 一 个 在 (0,co) LAR Y BAI AM, i A(z) 
= X ¢gUimlez)) € AMD) H-— KSEE 6 BER, HY 


sE EAL 
| K (2, 2" Ble de’ = 0. 
Tẹ 


WAR PP SCHED K HER TF a SR Kezdi 
By{z') 的 定义 将 其 展开 : 


J p EE de’ = [ec yz’) eS (Im az’ dz’. 


eT rT 


ZRET SRA FA EE eR. 由 于 &(= 2 ARR ERK 
HH k(z,07!2' )=klozsz ). KB 
a! ? a z ~\ at wl 1 
[Ke A(z’ de woe f Roz: jaime ide 
亦 为 一 不 完全 2 级 数 , 以 下 记 作 gr (2), BHP 
g (z) 一 | k(z,2/9¢Um2e' dez. 
© 
BEE EAE (zoe ER F 0ye) E: 
f H Cz, Opdr 
Te 
1 f 了 ss ` t 一 
= pe RA dz | AEGEE »s)dr, 
其 中 s 一 十 十 ir. 根据 $4 定理 证 明 开头 的 论述 ,hCr) 为 上 的 
Schwartz 晴 数 , 且 上 式 右 端 积 分 顺序 可 交换 . 而 
| Eee de! 一 f, gE DEAM dz 
由 于 函数 oD RRS y l =o’ 十 iy ), 上 式 右 边 对 x' 积 分 后 
可 得 
ee S dy’ SCL =o) r i 11 -3 dy" 
Pons Sa t o | 8 SE 
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ee ee a apr a VE Ara hi AR TET a a = um oO bt ? a NE A ee BP ml 


故 | Az oz 8,2! dz’ 
T% 


1 +o kian 1 I _d 
一 一 本 | POE, 5)| [ PCy dy : yt 


SO a oe ee E 


其 中 ;== tir. AS GE Eisenstein RRA MARAE. 


Es) 
&(1 — s) 


故 上 式 可 写成 
J A(z, 2')8)(2' dz 
MS 


E(z,s) = E(z,1—-— 5$), 


are yy BY 
= 4f AmEe,s)| f porny = Ide 


或 写成 
Ae 


Omi we ae ee s)ds, 


其 中 
Eyfz5s) = Eco Py’ dy’ o— = Elz 559S4(s) 


亦 为 一 个 Eisenstein 级 数 . 

以 上 通过 肾 数 我 们 构造 出 了 不 完全 8 级 数 ECA 
Eisenstein 级 数 Eps). 下 面 的 引 理 表达 了 6408 yl(z,5) 之 间 
的 一 个 解析 关系 . 我 们 在 此 指出 不 完全 8 级 数 张 成 的 LONG) 
的 闭 子 空间 @(T\8) 可 正 交 分解 为 常数 函数 的 子 空间 台 (T\®) 及 
其 正 交 补 Bo(T\ 人 6) 的 直 和 . 

引 ] 理 ”对 于 任意 在 (0, 十 co) 上 有 紧 支 集 的 光滑 函数 yy(y) ,其 
不 完全 8 级 数 B(z) 属 于 OTG) 4 H {X 4 Eisenstein 级 数 


Eytz DELSI 上 无 极点 . 
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证 明 如 有 果 RT OT \D), WHS RK RIE 2%, BP 
P3481 = fn Qe(@ 42. 
HO, 的 定义 ,上 面积 分 可 写成 
| ezydz= | D mg de 


MoET., ‘T 
-[Ẹ dim zd. 
sb i 
故 有 F wo Z =o, 
即 积分 sr 一 | wp 


在 * 一 1 处 有 零点 . 由 于 EOT S< 上 仪 在 * 一 1 处 有 单 极 


点 ,区 Eylz s) Æ s=1 处 解析 . 证 毕 . 
根据 引 理 ,对 于 满足 EBT\8) 的 函数 来 说 ,积分 
1 


2mi 
的 积分 路 径 可 向 右 移 , 故 
J H(z, )O(2' dz! = 了 _ Os Belz sds, 
ER = 


其 中 5 省 1 为 一 固定 实数 . IW Ete SEM RINSLAM 3 节 
klz) 与 hh(s) 之 间 的 关系 


| fee’ Jy de’ = ACs) y’. 
故 
a Oe Te eek ae 好 wg 
ACL py = | z Jy def Ply Oy y? 


tt 


= [Lf cere eo" dz” J” = 


根据 Mellin 变换 的 逆 变 换 公式 ,我 们 得 到 
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-一 一 一 一 一 ri 


rr FAA ot Ee wr vs 


Te = R BZ; )y'ds. 


ERZ A AE EEA yp’ Ce). 故 
Oy (z= Zi P Im(gz)) 


ger. 

= =>]. _ Hels? 2 (Im(gz))’ds 
“Em gET OT 
Al oe 

= Sai pec alt OS Hele sds. 


故我 们 证 明了 对 于 Oo IND) PHASES ORM O RAST ER 
| Ai(z,2')6,(2' de’ = ple) 
MS 


亦 为 一 不 完全 6 级 数 . 
根据 前 面 的 结果 我 们 亦 有 


| aK Ce 02” )0 de’ eG te). 
故 对 于 OE @(T\D), 
f R296, de — 0. 
na 
定理 得 证 . 


$6 不 变 积分 算 子 在 离散 谱 上 的 作用 


根据 $ 4 的 结 虽 对 于 任意 尖 点 形式 f(z) 恒 有 
| H (z,2')f(2')dz' = 0, 
Ta 
故 在 尖 点 形式 构成 的 子 空间 L EA 天 (zx,z') 定 义 的 积分 算 子 与 
用 下 (x,z ) 定 义 的 积分 算 子 有 相同 的 作用 : 
| K (2.2!) f(2' de =| Rest") Sf dz’, fE Lo. 
MS nS 


由 $5 Mite RITTE A ELARA TEOL , 即 在 常数 
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rr a = 


RATER EAS. 
事实 上 , 设 FE@ 为 一 :常数 函数 . 由 二 
f FI lz, fC de" 
Ts 
ce eer ee eee 
= al AQ EC dr| Ele! FG! de", 

其 中 s=y +ir WR RG) AR EA Schwartz 函数 ,我 们 可 知 
f Ê 《zsz D fe de! 为 OND- AR. 又 根据 


a F r?| CF E(es))= 5s ~ sf Elz.s)) = (fAE(z,s)) 


(Af, Elz,s)) = (0,E(z.5)) = 0 
我 们 知道 (f,E(z,s)) 二 0. 又 对 于 任 一 不 完全 8 级 数 名 人 z)E 
8.2) .4 


| | Hi (z 42!) f (2! de’ 8, 
= A KIN Å (2,2! f (2! dz’ | dz 
m Ka fad H(z,2') B(x)dz | dz' 


- CR (zz' guCz)dz |. 
从 5CF ,巨人 zs) 一 0 我 们 即 可 推出 上 面 最 后 一 个 内 积 为 零 ,从 而 
(Í Ê (z,2' Dfi dz ,0, |= Gs 
Tè ; 
psd 
| H(z,z') f(z' dz! = 0 
mS 


对 所 有 FE OCT\S) RT. 
这 样 我 们 证 明了 对 任意 EDL AA 
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mwee eme a SS RS 上 Eas ee Ea RR ce teri RE Lo e 


| H(z,z') f(z' dz = 0. 
me 
HÉ lz, =K Riez), REE 
| Rs wd =f RGF jda 
mg mg 


对 所 有 EOL R. 

因此 为 研究 天 定义 的 积分 算 子 在 离散 谱 上 的 性 质 ,我 们 可 直 
PA R 的 积分 算 子 . 由 8 4 中 的 证 明知 玉 (=,z' 是 = 与 二 的 -~ 
SERAP HEREA G, 定义 的 不 变 积 分 算 子 为 一 个 迹 
类 算 子 ,其 迹 等 于 


| Êz, dz, 
Mo 
这 里 一 个 积分 算 子 
If (a= | Bese! > fz" de! 
为 一 个 迹 类 算 子 ,如 果 积分 [eee Idz Weak. 


设 fofi A ODL. 中 的 一 个 标准 正 交 基 ,Af. 二 fi， 则 由 
§2 


la 六 
其 中 =+ tri. 由 于 该 积分 算 子 属于 迹 类 IRA Hilbert-Schmidt 
类 , 故 
KG@,2') = DRDS f) 
Re 
lee K(z,2)dz = 7 DAC), 
这 里 对 于 加 二 0, 取 rom 1/2 ;对 于 正 的 A sAgs riri H 


n= + à — 1/4. 
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rr =- r - 


pp a 一 or -mp - 


S$7 Selberg WE 2 A 


$6 最 后 一 式 为 K BTM OY BOBR. 我 们 还 可 以 从 另 一 

个 角度 来 计算 天 算 子 的 迹 ， 
f & ede = Ja DR sga) ~- H (2,2) Jaz. (1? 
XIF P=SL(2,Z) Æi, RIIE H Jordan 标准 形 对 其 中 和 矩阵 
分 类 ; (1) 单位 元 素 Jordan 标准 形 为 | ” ?| ,4A 王 士 1; (2) 抛物 

iA 
式 元 素 ,标准 形 为 | 。 ,4 二 土 1; (3) 双 曲 式 元 素 , 标 准 形 
iA 0 

al ae AER, Ax ilha) HAR TE. 标准 形 为 | 
A=e", O< J| <n. 对 于 每 一 类 和 矩阵 中 的 任 一 矩阵 E ,我 们 都 可 将 


HSA 8 一 rz Yr, HRY}, AT PATRE, 为 其 某 
RENREN, 为 > 在 工 中 的 中 心 化 子 . 故 


Di > T RG r` l Yrz) 


(Wp retyr 


， D) klz, Yre). (2) 


(Yip EDAT 
当 g=1 FUP TCR et y= TA A kiz sz) 二 上 (C0). 
因此 我 们 可 以 将 其 从 (2) 式 中 分 出 来 ,得 到 


Ge kof deat igi: 
mg 3 
b 
当 =|? f ET=SLO,DAKARWEN.,. RIA 4= 


etd Lia aF, p at+td=0, +1; 8) A=”, HH 8 二 


RK LR | ox 
tz t't 3 -因此 
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2 


_,{cos®@ — sind! 
g = 


š SL(2,R). 
sinf cas P eS 


这 样 的 5 ET 中 的 中 心 化 子 Ts 当 = + RE TO pep E 
成 ,其 中 


| 8 — siny. 
š -| sin |， EE. 
sing, cosa 3 
而 当 @=4+> 2 时 由 pnp 生成 ,其 中 
hee, -一 | e 
{= 了 9 ĝi = 
sing, cos@,! 2 


ok, WW g HEY, Rd A ERR. 4 gg HBS Y= 
- 人 时 ,Bk(z,gz) 中 对 应 于 这 些 g 的 部 分 为 


ge 
pe res ee 


re TT 


其 对 于 z WETS 上 积分 . 故我 们 从 C2) 中 又 分 出 
| 2 kl(rz,Yorz)dz = E 


ETM 
注意 此 时 Ty: 为 了 二 SI.(2,Z) 的 一 个 3 阶 有 限 子 群 . 故 上 式 等 于 
az 一 a 
sails zl Zs dz. 


a 
因 其 中 
~ — ZÊ ê 
az — BI ini | alee 
aay ered a z] = + giz’ + 1h 
人 Be +a 
故 有 
AR Mia a A LE ĦA = 1.2, me Ta 
了 JS y 31 y 3 4 


类 似 地 我 们 在 g HIF 六 时 ,可 得 
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a mm rm a g 


-rr 一， =e RS ee rere die 


a sin? Z ) dzdy o 2 in 
Ha a| ae 2) y’ 其 中 上 一 1，sin > 上 


BAMAR ERA 
oae = fo BE aste yf le te 


我 们 转 而 讨论 双 曲 式 元 素 . 如 果 g 一 | “ ” “| 的 特征 值 为 4 与 


17A,A 土 1, 则 a=} (atd atd), RH ee ee 


+4.) 由 于 4,1/4 满足 方程 zx: 一 {ga 十 4)z 十 1 一 0; 可 知 尼 满足 方 
程 x 一 (Ca 十 2 一 2)zx 十 1 一 0, 满足 方程 大 一 (ee 十 CCa 十 地 7) 


一 3)z 十 1 二 0, 等 等 . 故 对 于 任意 双 曲 式 元 素 gp Ps 


我 们 总 能 找到 一 个 双 曲 元 素 gp ie vy.) PAE ARAB g 


=g! ABI e 不 是 任何 其 他 双 曲 元 素 的 方 赛 . 这 样 的 一 个 g 被 称 
为 原 双 曲 式 元 素 , 而 g 的 中 心 化 子 等 于 gi 的 中 心 化 子 : u=.. 


A 0 
举例 说 明 , 设 a = |” ge RM TER A = G+ 


a 
M3 一 4), 则 gi 为 所 有 ey =p 


0 
,| pws ma ee 
1/A, 


Ha > aANT), B= d a8 + VIFA), w= Tt 
SEP 4) ,等 等 .这 些 gt 的 中 心 化 子 均 为 Fe =e) = (gi VEZ). 
因此 我 们 可 从 (2) 式 中 分 出 

> bo k{(rz, gitz), 


g, 2&6 rer, T 
E+ Be 9b ee 6 A KB R BS FH FE Be SOY oR. 由 于 
klz,z') 在 SL(2,R) 作 用 下 不 变 , 上 式 亦 可 写 为 


x o 
m IRET, Ar 0 A! 
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YY vam an ppp p pyp p pe wr rr i i o D Aap RT 2 < at . < PN aa hke HA Re SS TRIB oe Ary ae 


这 个 部 分 对 zx 可 积分 ,于 是 我 们 又 可 从 (2) 式 中 分 出 
了 


Ry fo 


其 中 
i = zt 
Ct) = I, lz, Xz)de. 


a. o 
这 里 我 们 用 到 了 gizx 二 pp P jersi. 由 于 gz 一 
1 


pape, KBAR KART RW — oroo, Ly, a 


‘| = Hel") dedy 

cem f a SEE | des 
-全 | “al Jz |? [AF — 11?) dady 
- . i y? A= | a 


综 上 所 述 


| K(z,2)dz= = 
ms 


二 CCR) + > ee 


gn I 
+|、 | Ce = fees) |de. 


上 式 就 是 Selberg 迹 公式 的 几何 部 分 . 为 了 Selberg 迹 公 式 的 应 
用 ,我 们 下 一 步 需 要 把 上 式 右 端的 各 项 均 表 示 为 上 的 Selberg Æ 
hh 的 表达 式 .具体 的 计算 过 程 我 们 在 此 不 3 引 T 了 .计算 的 最 后 结果 
如 下 : 


3 一 12 B EEF e Adr 


【其 中 等 二 = 即 是 xr 的 双 曲 正切 函数 tanh (wr) 
2 十 co eTe d 
C(R) = vo Sp eer i ker -一 ;Ar)dr， 


log a? 
Clg) = y 48 Ulogh), 
1 1 
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{| Sez .gz) >. H(z,z) 


fy 


4 N: ec: la 十 ir) 
dn) _. H + irl aa) A TES 
p E] 


— g(0)log2 + | of 1) jao), 


_ &(1 — s) TO — EC — 2s) 
RE aace E Te 
Selberg 迹 公 式 的 最 后 形式 为 


定理 ” 设 复 变 数 函 数 h(xr) 满 足下 列 条 件 ; 


CD Ar 在 limtr)i< 二 二 3 上 解析 ,其 中 8 为 某 一 正常 数 ， 
OKABE: 
(3) IREO |<c(14+ |Re(r}|)7-7*, 
Duy 
十 ce 


av. L 
2 hr) |- _vtanh (ar dh (r dr 


e? wef 3 


S 5 d 
oe ah. -00 1 +e eae j 
Haler Ls 
loga? 
+ SA. E- 1-18 Cogan 


gy ¿0 
p(t a | 


fe | mar 18 A trydr 


2 +i ir 
af Da + ir) 
二 | 下 jee rdr — g(0)log2 


+ Afi 2] Jaco, 
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其 中 二 NA 一 1/4, 和 Gi 一 0,1,-…) 为 A 的 特征 值 . 上面 的 所 有 和 
式 与 积分 均 绝 对 收敛 . 


58 尖 点 形式 的 存在 性 


在 本 节 中 我 们 取 hlir)=e “f, ix > ROB 37 定理 的 
Set tS ACS MRR g 等 于 


让 et ror (420)? 
giu)= =e hlrye dr = On e Tirta! dr 
= ene san 
VS 4AxT 


对 于 和 的 特征 值 MG 一 0,1,…) ,我 们 知道 =r tA 


DNES, = 45e iT = et Syer. 


2 FO 2 10 #0 
另 一 方面 
+0 
SG) = T rtanh (rrJe- Tdr 
70 一 5 
己 ”2m73 一 rr 十 so 一 到 一 上 ty 
e nM O i. e ia 
+ He -1 工 十 e- 这 dr 十 alpe rY 
log? dloa 
ERr o + 抛物 项 
£| ET: a T 
由 此 可 以 得 到 
fos 
yet = A rtanh (rr)e-( :+ 二 ] Tdr 
2 om -2m73 一 人 yt) T' 1 “boo ce 一 一 744) T 
ay i l1+e j ili. 1 +e? 
logà? e T Pei 
十 = e 4F 
2424 Ay /4nt 
+e (抛物 项 ). (3?) 
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ee e e a aa 


可 以 看 出 


ERK CO, PARR. AO ae. RE 
右边 第 三 行 的 和 式 当 了 -一 0- 时 趋向 于 零 . 由 于 


-es 1 = 1 


Pte ~ ome wi JAT e e 
均 在 (一 0, 十 co) 上 有 界 且 绝对 可 积 ,《3) 式 右边 第 二 行 的 两 个 积 
分 对 任意 的 陡 实 0 一 致 有 界 . 而 我 们 又 有 
tanh rr = 1+ Ofe-*"), ro, 
所 以 《3) 式 右边 第 一 项 等 于 


二 | rtanh | at Ty 
6 


ae (Ara) Tey + Ole -™)) dr 

o 

| re-i ret) Ta, 十 ol fren! 741) 7-g, 
6 


此 式 右边 第 二 式 为 OU) ES — TEE EER :一 一 十 才 变 为 


工人 -er | 
pe dz TT" 


pal abe ae = T 4 OQ) 4 eT GT, 
我 们 进而 计算 抛物 项 (参见 Hejhal (19) 4%: 


eelas 


ak : a i- +s: | Ba Cl 十 ir) 
rs a [2 | Atr)dr > aa Tad tid + ivy Per 
P 7 + ir 
zs (eee es A 
— g(O)log2 + 7 [1 ol = | laco), 
、 aa [a Ssa 一 25) 
这 里 gs) = Kr Ts EC2s) « 
因此 
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re re ES EE EPS SS URE 和 were SWINE na 、 ro 六 Ms ~ r Awn o‘ m oh mnp am Rt 


MA) + ir| 


Ai) 


F = logs)" | ,< 十 tr 


1 ， | t 1 — 
P| a) Ne ir | 
= 2logx 一 ~- 1 l Sai | 
r( + + ir r| = — ir 
_ £G + 2ir) | 2 & (i 一 2ir) 
č(1 + 2ir) f(1 — 2ir)` 
由 此 可 得 
p e'[ 5 + ir} + ir] 
= Oog? + |r|), rER. 
divi) 2 + ir] 
这 里 我 们 用 到 了 


I“ s) S E. o (eee EE 
r r 5 > | 


ang ee +- os +OG-4), |Args|<n—e 
对 任意 e>o 成 立 ,及 
Atr) = + = Odog(2 + Ird, Im) <o. 
因此 
pte Plog 十 ir) 


2R J 
apt r(t+ir| rti] 
OO ioe aaa) |” 
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一 ~ 上 - 一 一 -- 一 -一 一 一 一 二 ~ ， -~ -= 下 


1 4+ < 
T in| AOA) 将 


上 式 右 边 第 一 项 等 于 c(Olog r. 对 第 二 项 .第 三 项 的 积分 应 用 
Cauchy 积分 定理 得 到 


j 
1 +a lr + ir! 
-4f aw — da; 
a r| d + ir| 
2 
及 
= 二 | Rm Aw ar = 一 过 h 
C d aa TNE (OA C@Idr 
=— Ł htr) i | < An) 
20iJimr=—e > dr + = | Ži AT | Adr. 
(4) 
(4) 式 右边 第 一 项 可 利用 
| Bt iy = miACO) 
Im r 一 一 上 r 
得 出 
二 hr), 1 工 
?mi Im r= 一 上 r dr 一 一 2 0). 


这 是 因为 hh) ,积分 | Par 可 由 在 [一 a,a]Xx 


Le, 一 ze] 上 的 和 图 道 积 分 在 a— + cof HIT. m A Cauchy 积分 公式 
得 出 xih(0). (4) 式 右边 第 二 项 为 


1 = 
= 2 +] 
因此 
ton p’ p F ir 
ial 2 | peo 
一 > 十 ir| 
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i A OH sha in 


rt 


N 
= g(0)logr — A A(r) 


2x} _ oo me ; 
r| > + ir 
一 4a + 2>) AG) g (2logn) 
Br A He a SE 
ei 
EUS 二 ir] 
x ye i PO) ne 
sol =] — Lf aw | EOE 十- E dr 
+ 2S ACD g (2logn). 
ta] 
BR Tora, 
-TH (Q)] (=) = ese lo [=] = OCT 7) 
由 于 
ACn) 1 ACn?) e- log n/T 一 172 
i c= gwi = OT), 
pes =g (logn) > 
我 们 亦 有 


Téa, se = 2y, E , 
e 2 之 ， z g(2logn) = OCT ye g 0 
根据 前 面 提 过 的 


I” Cs) = = 1 一 4 == 
ge logs >; TF z OGT), |Arg(s)y| Sar E, 
我 们 有 
| 
ee ee z tir) 
ra + ir) rÍ l. ef ir| 
2 


= lloga + rd + dog 4 + r) + o| 75 可 
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-= = -一 一 -- 一 -一 -- 一 - -一 一 - ee cee ee oe - EE rE i eC mS 


因此 


1 
; l Mie tir 
poe ee MY a+ir) | 2 tir) 
za) AO Fd tir) | [2 YI” 
stir} 


pte “es “Ar Io (1 十 2) 十 lo | 去 十 2 
4r Sg E r 名 2 = 


ER BBR =r ~M7' ,得 
] "e [Jog 1+ 4) +log| 二 十 对 | de 


rol sn} Jar. 


An TI 
sol giulel a 
这 样 我 们 就 得 出 
pera 1. + olT-Yaog| 二 |， 工 一 0+， 


记 iia ae a 的 特征 值 的 个 数 , 则 上 式 亦 可 写 
为 
= 、 一 172 l| 
12T +ol7 aog[ 本)] 
Re T— Ot ,我 们 则 证 本 了 的 个 数 无 限 , 由 此 推出 尖 点 形式 的 存 
对 Selberg 迹 公 式 进 行 更 细致 的 估计 我 们 可 得 出 的 分 布 情 
况 . 这 方面 第 一 个 结果 是 Weyl HITE: 


NQ) = 4 十 OC togA). 


+o 
| e™TdN (x) = 
0 


更 精确 的 结果 为 
NGA 一 2 ae cA ?logA 十 cA + o| ea 
见 参考 文献 [19] 与 [20j . 
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meee e eee caus ae A ~ . aem ons s rh 


IE GL(2) 群 上 的 迹 公 式 


在 第 二 章 我 们 介绍 了 上 半 平 面 间 上 的 Selberg 了 迹 公 式 及 其 应 
H. 在 本 章 中 我 们 要 进一步 介绍 迹 公 式 在 近 二 二 十 年 的 发 展 形势 . 
为 此 我 们 要 进行 几 个 方面 的 过 渡 . 首先 我 们 要 从 上 半 平 面 过 渡 到 
群 GL (2) 上 ,其 次 我 们 要 使 用 库 值 向 量 语言 . 现代 并 公式 与 
Selberg 迹 公式 相 比 最 重要 的 一 点 是 引进 了 扭曲 迹 公 式 ,通过 比较 
迹 公 式 与 扭曲 迹 公 式 , 我 们 最 终 可 以 得 到 群 表 示 的 基 变 换 的 结果 . 

现代 迹 公 式 的 发 展 已 经 达到 了 任意 约 化 人 reductive 线性 代数 
群 的 范围 . 我 们 的 介绍 仍 本 着 前 两 章 的 精神 ,这 入 浅 出 ,以 介绍 迹 
公式 理论 的 最 简单 形式 为 主 . 本 章 主 要 围绕 着 GL (2) 上 的 迹 公 
式 , 关 于 其 更 详细 的 内 容 读 者 可 参阅 参考 文献 [25], [26.], 127] 
及 [28]. 了 解 了 GL(2) 迹 公式 理论 的 读者 ,可 进一步 阅读 参考 文 
献 [29] 与 [30] 以 研究 GLGzy 上 及 其 他 线性 代数 群 上 的 迹 公 式 理 
论 . 


31 赋值 向 量 环 


关于 赋值 向 量 的 详细 内 容 读 者 可 参阅 文献 [31] 等 著作 ,本 节 
仅 对 此 进行 一 简要 介绍 . 首先 考虑 @ 上 的 Pontryagin (HO. BY Q 
上 的 所 有 加 性 特征 x 所 组 成 的 集合 . 这 里 所 请 的 加 性 特征 指 从 @ 
的 加 法 群 到 C 上 单位 圆 上 的 点 组 成 的 丧 法 群 的 一 个 同 态 . 对 于 任 
Beco RINE XE g 上 的 值 为 (g ,X). Alig ter) = gX) 
> lg: X) 定义 0 的 一 个 加 法 群 结构 如 下 : H= gX) ° 
X) ,其 单位 元 素 为 平凡 特征 , 记 作 0, 即 对 所 有 gE Atg) 

了 2 


ore 一 


二 1. Pontryagin 对 慢 上 的 拓扑 为 对 应 于 Q LET RH — MUR 
mth. 由 于 Q 具有 离散 拓扑 ,0 为 -- 紧 致 集合 . 
为 了 描述 G6, 我 们 考虑 o= U 二 2Z, 即 @ 为 二 2 的 正 向 极限 ， 


== i t 
Q= li „Z 


a 


RM, iZ, iz iz eZ PEARFA: 如 果 nim, N 


FERARI ZAZ EF A m 5 n hA 
倍数 , 则 存在 包含 映射 二 z-> 十 2 izei. A ek 
群 ,又 设 从 每 一 个 二 z MAB X 的 同 态 ,cs: ZX, HRE 
组 同 态 满足 与 上 述 包含 映射 的 交换 关系 , 即 如 果 nlm WAR 


x 
: T Nee 
caer a: 


交换 .@ 作为 二 Z 的 正 向 极限 的 意义 为 ,对 于 每 一 个 这 样 的 X 与 一 


组 同 态 o。, 恒 存在 一 组 从 二 Z BIO 的 同 态 n: 方 2 一 ,并 满足 与 包 
含 映射 的 交换 关系 ,及 从 到 XX 的 一 个 同 太 0: 


X 

of 

Q 
t va i. l 
ne me 


使 得 c, 一 9。zm* 这 里 我 们 可 取 rm 为 包含 映射 . 
给 定 任 意 一 个 双 上 的 加 性 特征 x: Q-C ,我 们 都 可 将 其 写 为 
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Rg Careers Pate ra 


x) 一 swCaeRR), 则 由 包含 映射 +, 我 们 又 可 将 此 式 看 成 一 
BIZ 上 的 特征 入 | Z) sem 每 一 个 1 B hZ E Rnz 惟一 
的 确定 . 这 就 表明 @ 为 R/n2 的 射影 极限 ( 反 向 极限 ) 


"~ 


Q = lim R/nZ. 


FURR RE — 4A OR/Z.R/2Z,R/3Z.°-- PER PRK: 
WME nlm, 则 利用 同 余 关系 有 R/nZ~R/mZ,— RK. 
为 m 5 n 的 最 小 公 倍 数 , 则 存在 R/nZ<— RAZ 5 R/mZ<—R/iZ 的 
同 余 关 系 . 设 Y 为 一 加 法 群 ,又 设 有 一 组 从 Y Sil R/nZ 的 同 态 p,: 
Y>R/nZ 并 满足 与 同 余 映射 的 交换 关系 , 即 
Y 
Oa m 
R/nZ R/mZ 


对 所 有 n1m BE MU AZ AR RSH EE AM OF Rnz 的 同 态 
,并 满足 与 同 余 映 射 的 交换 关系 ,及 一 个 从 Y 到 0 的 同 态 


‘| 


A 


W 
RimZ 


R/nZ 

《如 果 n|m) 使 得 On =A, p MAPA n WRL. 这 里 A, 实际 为 一 限 
制 映射 X11, 一 入 

与 此 类 似 , 我 们 记 2 为 Z/nZ 的 肥 向 极限 : Z= lim Z/nZ, WR 


们 可 得 出 下 面 的 止 合 序 列 ， 
这 里 Z 到 0 的 映射 是 由 
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(aa) 给 出 的 . BRET 


AN 


++ R/nZ*—_R/mZ 


中 的 Z 一 0 我 们 可 将 其 看 做 包含 映射 ,而 OF) R/Z 的 映射 由 
_@ 
we + 
R/iZ ~—R/nZ--- 


给 出 ,其 映射 的 核 即 为 Z. 
根据 孙子 定理 ,我 们 可 证 明 


Z = [TIz,， 

其 中 Z, 为 p-adic 整数 环 . 事实 上 ,对 于 任意 (Czr) E ] 1 zz (ro 和 
Zp) ,及 任意 一 个 n= pt pr > 0, FRAT BY Fe BER 2, (pln), tE 
得 Th pr Zy, =n + pi Zp. 击 孙 子 定 理 , 同 余 式 m= np, (mod pr) 
(i= lye 7) ATE FR n 的 解 . 这 就 得 出 [ |Z; 到 Z/nZ 的 一 个 同 
态 映 射 ,而 且 T | Zp 到 所 有 Z/nZ (xz>0) 的 同 态 映 射 满足 反 向 极限 


HER. RA 
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‘no 2Z/ /m2 


(n|m) ,i 这 里 | Tz。 到 Z 的 映射 为 单 映射 ,因为 对 任意 两 个 不 同 的 
(xp) 与 (yp) € 和 2 我 们 者 能 找到 - -个 nn 使 得 它们 在 Z/nZ 中 的 


像 不 同 . ZATIZ BZ A WR St TK ER , 因为 上 图 中 由 工 [z， 
到 任 -一 Z/nZ 的 映射 都 是 满 射 

通过 这 个 结果 ,我 们 可 最 后 得 到 赋值 向 量 的 结构 . 设 A; 一 0 Z 
二 Q1] 了 TZ;,; 则 可 知 4r 一 T[C@,, 这 里 的 乘积 | 本 为 限制 乘积 , 即 对 
任何 (x,)€ 4j, 除 在 有 限 个 p 处 外 都 有 x,E2Z. 定义 O@ 上 的 赋值 
向 量 环 , 亦 称 阿 代 尔 环 ,为 A 一 RX4/ 一 RXTT @,. 注意 0 对 角 地 
嵌入 到 这 个 直 积 中 , 故 A/Q=R/ZXZ. 由 十 

0 — Z — Ô — R/Z — 0 

EA, RBA TO=A/O. HF OC 具有 离散 拓扑 ,我 们 亦 证 
HY 4/0 BR. 

FTE PR BARRIER AX = { (x,y) ECAXAlzy=1},H 
拓扑 为 由 4X4 诱导 的 拓扑 .注意 AX /OX RRR, 

对 于 任意 如 的 有 限 扩 域 ,我 们 定义 Ar 二 FOO04, 则 Ar/F OF 


为 下 的 Pontryakin 对 个 天 .同样 可 定义 AX ={(2,y) € Ar X Arl zy 
二 1} ,其 拓扑 为 Ar xX Ar 诱导 的 拓扑 . 利用 A=RxT] Q; 可 知 


Ar = F oR x TT F QQ. 


设 下 一 CC 由 @ 上 一 个 首 一 不 可 约 多 项 式 了 的 根 二 生成 ,又 设 f 
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一 一 -一 一 一- -一 -一 -一 -一 - ae. ' “ s- = pamen A re 


ER O, 上 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 乘积 f=fi*…f. 令 名 为 f.(1= 

1,…r) 在 中 的 某 一 个 扩 域 中 的 一 个 根 , 则 代数 下 Coo2, 同 构 于 
Q EDP D E). 同样 道理 ,代数 FoR 也 同 构 于 由 若干 个 及 
mC 一 起 组 成 的 一 个 直 和 . 因此 4r 可 以 表示 为 及 ,CC 及 0Q, 的 有 限 
扩 域 的 限制 直 积 . 记 这 些 局 部 域 为 F,, 则 A= ] f F. 


以 下 我 们 记 非 Archimedes RF, 上 的 赋值 为 |z1,, ,的 整数 
环 为 R, 一 {xzEFl|zx1, 夺 1}, 极 大 素 理 想 为 PSE F| lela 
1}. ART, X P, 的 一 个 生成 元 , 即 P= T, Re R,/P, 为 一 个 有 限 
域 , 称 为 Fe 的 剩余 域 .如果 R,/P, Ag. PCR, WRN 
|x | EHE tE] T, 1, 二 qj". 由 这 个 正规 化 了 的 赋值 我 们 可 得 出 
F, 上 Haar 测度 的 变量 替换 公式 ,好 dlar) = ja ldr. XE dr, X 
F, 上 任意 一 个 在 加 性 变换 下 不 变 的 Haar 测度 : d(x, +6) =de. 


To 


而 在 FX 上 在 积 性 变换 下 不 变 的 Haar 测度 可 取 为 dxz, 二 c Ee, 
其 中 ec 为 任意 正常 数 .我 们 指出 g, 必 为 某 一 素数 p HE, Best 
这 个 p KiK F. 是 从 FRO, 的 直 和 分 解 中 得 出 的 ,我 们 以 下 称 v 
下 于 pp 之 上 ,并 记 作 wv|p. 

设 EE 为 下 的 一 个 有 限 扩 域 .以 上 讨论 又 训 在 EE 与 上 之 间 进 
行 , 即 4z 一 工 [ EQF Rt EQ rE. 宕 ] |e. 故 Ap LE Ew. 对 
PAE Aiaia 域 五 。 RIDE X Ri,P T wilu 及 | 到 | 一 
qa R Ew 是 FF 的 一 个 并 和 
个 因子 且 gug. kX Pe RH E EF, EM SBR. 如 果 < 一 1， 
E. Wk Fy 的 一 个 非 分 歧 扩 域 ; 如 果 e 二 x;, 则 E 称 为 FF, 的 一 个 全 
分 歧 扩 域 . 

对 于 上 的 伊 代 尔 群 AP ,我 们 指出 F [R 一 般 来 说 不 够 


大 ,不 能 生成 AP 的 非 Archimedes 部 分 Az. 但 其 商 
Ay /(F* TTR} 
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为 有 限 群 ,其 阶 数 即 为 代数 数 域 的 类 数 . 对 于 任意 的 a€ 4x ,我 
HEX laly = | [lal 为 其 模 . 对 此 我 们 有 Actin 乘积 定理 . 


定理 ”对 任意 的 a€Ef* Blais, =l. 

证 明 如 果 玉 =Q, 此 定理 可 直接 证 明 . 例如 对 于 a=p, 有 
lale=p, lal,»=p ,而 对 所 有 其 他 的 成 立 |al,=1. 对 于 一 般 代 
数 数 域 Fae FRE Ar 上 的 一 个 自 同 构 x -r ar. 因 
为 这 个 自 同 构 将 束 映 射 到 巳 自己 ,我 们 由 此 又 可 诱导 出 4A:/F 的 
一 个 自 同 构 . 另 一 方面 A 上 的 这 个 自 同 构 将 Ar 上 的 Haar 测度 
dz = | [dz, ÆR d'= |a | pdr = |] jahan RELEE 


Ar/F 上 的 同样 的 变数 蔡 换 公式 de= ja ladr. 由 于 A/F RR, 


3 „dr = 上 dr 
为 有 限 ,故我 们 蕉 出 
lala, 一 1. 


证 毕 . 
32 自 守 形式 


我 们 在 第 一 .二 两 章 的 讨论 都 围绕 着 上 半 平 面 名 上 的 模 形 式 
进行 的 .由 于 品 伍 SLC2,.R)/SO(02) ,可 以 进一步 考虑 群 SL(C2,R) 
上 的 模 形 式 . 我 们 前 面 只 考虑 了 ==SL (2,2Z) 的 最 简单 的 情形 ,但 
所 得 的 结果 大 都 可 推广 到 SL (2,Z) 的 同 余 子 群 上 . 我 们 回忆 
SL(2,Z) WER FH Cin) BARR SL (2,Z) 一 SL (2,Z/nZ) 的 
核 ,SL(2,Z) 的 一 个 子 群 被 称 为 同 余子 群 ,如 果 存 在 一 个 n 使 得 
Din) CT, 所 以 在 一 般 情况 下 我 们 应 考 虚 SL(2,R) 在 Tx) 下 不 变 
的 模 形式 . 

更 进一步 我 们 有 下 列 结果 
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AOS PE MA N A ee SIH Cm ede he = 


lim (DODNSEL C2,R)) = SL(2.0)\SL(2.,4). dq) 


所 以 如 果 我 们 想 要 研究 SL (2,RR) 上 对 每 一 个 主 同 余子 群 T(n) 的 
模 形 式 , 我 们 可 以 直接 考虑 SLO. AD EX TSL ODHE, 
或 者 更 理想 的 来 说 ,研究 GL(2,4) 上 对 于 GLI.(2,0) 的 模 形 式 .由 
此 我 们 就 得 出 群 GL (2,4) 的 自 守 表示 的 概念 . 

在 介绍 自 守 群 上 表示 之 前 ,我们 指出 (1) 式 被 称 作 SL(2) 的 强逼 
近 定 理 , 共 证 明 可 见 参 考 文献 [32] 及 [331. 一 般 的 强 通 近 对 于 单 连 
通 半 单 群 均 成 立 , 对 于 代数 数 域 屎 上 的 SL6a) 与 GLa), AATF 
形式 : 

定理 WF AKARI HK. ic F. H Ar 的 Archimedes 
部 分 . 

(1) SLC, Fo )SL (n, F) Æ SLO Ar) PRY 

(2) 设 Ko A GLa ADH — ARRAT RE, HEITAR 


下 的 像 为 ] [RX MR GL, FOGL G1, Fa )NGL Or Ar) /Ko 为 一 
有 限 和 集合 ,其 元 素 个 数 为 F 的 类 数 . 
(1) 式 与 我 们 上 节 证 明 的 
limR/nZ = Ô = A/Q 


相 比 非常 类 似 . 事实 上 SL (2,R) 可 由 宕 么 矩阵 | 


T 


a 
NE: 成 ,而 NQ) = ip “| |reo} 4 NQ) = 


ie | zeo SAF 全 ,具有 加 法 结构 . 由 此 我 们 亦 可 得 到 


(1) 式 的 直接 证 明 . 与 此 事实 成 对 比 , 具 有 乘法 结构 的 伊 代 尔 
(idele》 群 不 满足 这 种 强 这 近 性 质 , 不 能 用 射影 极限 方法 来 研究 伊 
代 和 尔 群 的 结构 . 具体 来 说 , 取 CCQ) = GLU, @) =0* . Mj GLA) = 
GL(1,A4) =A” ,但 是 
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lim GCnZJNGCR) X 4x /Q*. 


这 个 瞪 实 等 价 于 类 数 不 恒 等 于 1. 

经 过 以 上 的 准备 ,我 们 就 可 以 理解 下 面 给 出 的 自 守 形式 与 自 
守 群 表示 的 定义 了 . 设 G=GL(2), 其 中 心 记 为 Z. 取 w= 二 |e 为 
Ar 上 的 一 个 积 性 特征 ,其 在 FX 上 等 于 1. 对 于 任意 非 Archimedes 
局 部 域 F, ,我们 记 下 ,一 GL(2,R,) 为 G, 一 GL(2,,) 的 最 大 开 紧 子 
群 ,这 里 GL (2,R,) 表 示 其 中 和 矩 阵 元 素 均 属于 R, 而 行列 式 属于 
RŽ. 对 于 实 的 局 部 域 PLS RRC KK, 一 OO(2,R); 对 于 FF. 二 0C, 则 
取 K.=U(2,C). 在 整体 赋值 向 量 环 上 我 们 记 K=|]k. 而 用 K- 
=|[[K. ea K # Archimedes 部 分 ,用 K=] JK., KIR K, 的 非 


tr 一 pc 


Archimedes 部 分 .对 于 GL(2) 的 在 Ar 上 的 群 GL(2. Ar) ,我 们 将 
其 定义 为 所 有 局 部 域 FL 上 的 群 GL(2,F,) 的 限制 乘积 : GCF) = 
GL (2,4r) 二 GL(2,F.). 这 里 限制 乘积 的 意义 在 于 任意 ce 
GL'2,4r) 都 可 以 表示 为 g 一 (go) ,其 中 几乎 所 有 的 ( 即 除 有 了 根 个 
Mer E Ky. 

我 们 考虑 C(4r) 上 定义 的 一 个 函数 f(g}. 我 们 假定 f(g) 是 
— F638 ph. 具体 说 来 ,对 于 非 Archimedes 的 g, 是 局 部 常数 郴 
数 ,而 对 Archimedes 的 g, 是 通常 意义 下 的 无 穷 可 徽 臣 数 . 对 于 每 
一 个 EK, 我 们 可 得 到 一 个 g 的 函数 fed). 如 果 所 有 对 应 于 到 
EK 的 这 些 函 数 生成 的 空间 为 有 了 根 维 ,我 们 则 称 Ce EMF K = 


于 于 六。 为 右 有 限 的 . 
td, GCAF) 的 Archimedes 部 分 为 Ga = ]]G., 其 中 v 取 遍 所 有 


Archimedes 局 部 域 FL. 给 定 任 意 一 个 Go 的 Lie 代数 g 中 的 元 素 
Y, 我 们 可 定义 一 个 Gs。 上 的 微分 算 子 


Yf(g) = flexpty - 2) | 
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这 里 我 们 说 一 个 算 子 了 BARBH. WHR CeCe) f= 
P(e) (TA). FEF p 为 右 正则 变换 , 即 cCgJ)T7F(A) 一 (hg). 显然 了 是 
一 个 右 不 变 徽 分 算 子 . 这 个 从 Lie 代数 & 到 石 不 变 微分 算 子 的 映 
射 可 以 扩张 到 9 的 通用 包 络 代数 Ug) EMBED UOOA RAER 
变 微 分 算 子 所 构成 的 代数 DCG) 之 间 的 一 个 同 构 . 在 这 个 同 构 下 
UC9) 的 中 心 Z(9) 对 应 于 所 有 左右 不 变 微分 算 子 所 构成 的 环 . 我 们 
称 一 个 CG- 上 的 评 数 了 为 Z(67 有 限 的 ,如 果 Z(g)f 是 一 个 有 限 维 
癌 量 空间 . 换 句 话说 ,f 是 ZCg) 有 限 的 ,如 果 了 被 ZC(g) 中 某 一 有 限 
余 维 数 的 理想 了 工 所 零 化 .注意 当 了 被 某 个 余 维 数 为 1 的 理想 零 化 
时 ,函数 了 就 成 为 Z(8) 中 每 一 个 左右 不 变 微分 算 子 的 特征 耻 数 . 

SE SL (Borel, Gelbart’J) 群 G(ar) 一 GL(2,4r) 上 的 一 
个 光滑 函数 fg) 被 称 为 一 个 自 守 形 式 , 如 果 下 列 条 件 成 立 : 

(1) ff 在 GC(F) 下 左 不 变 : f(Yg) 一 了 f(g),YEG(F); 

(2) f RAPD BME w: f(zg) 二 wlz)f(g),2EZ(Ar); 

(2) 了 上 对 于 天 一 | |K. 为 右 有 限 的 ; 


(4) 作为 G.. 上 的 消 数 为 Zs) 有 限 的 ; 
(5) 了 为 慢 增 函数 : 对 于 每 个 <c 盖 0 及 任意 GaAr) 的 紧 子 集 
1 ,存在 常数 C 及 NN 使 得 


(sled 


对 所 有 gE RRE lalc Hae Ap 成 立 . 

我 们 在 此 指出 ,根据 (1) 式 ,条 件 (1) 来 源 十 经 典 模 形式 定义 中 
了 在 同 余子 群 作用 下 不 变 的 条 件 , 条 件 (2) 来 源 于 我 们 用 GL(2) 代 
替 了 SL(2), 条 件 (3) 相 当 于 上 羊 平 面 名 等 于 SL (2,R)/SO(2， 
R) ,条 件 (4) 相 当 于 了 在 某 些 左右 不 变 微分 算 子 作用 下 不 变 , 而 条 
件 (5) 则 等 价 于 上 半 平 面 波动 形式 的 慢 增 条 件 . 

如 果 一 个 有 中 心 特征 w 的 自 守 形式 同时 又 满足 条 件 
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v-e a A mv ` 4 seo o orret A h reage y n reae nera + 


J 


则 了 被 称 为 自 守 类 点 形式 . 记 所 有 类 点 形式 所 构成 的 空间 为 
Alw). 

可 以 证 明 由 条 件 (3) 与 (4) 可 推出 任何 自 守 形式 都 是 实 解 析 的 
(参见 文献 [34]) ,而 任何 自 守 尖 点 形式 都 在 ZAF)GCFI)N\G CAP) 
上 平方 可 积 ， 


IF) dg <+ œ. 


lee IG(PYGCAp? 
记 所 有 在 Z(4r)GCGEF)NG(4r) 上 平方 丰 积 的 具有 中 心 特 征 w R 
数 所 构成 的 空间 为 2 CG CNG CAF? @) ,并 记 (GCF)N\G (Ar)， 
w) 中 满足 条 件 
《6'》 对 于 几乎 所 有 g ,积分 


E f “|a oe =e 
Ay em ef Br Re OE) A OLE CG CF ON\G (Az), w), W 
Aw) CLGCF)\G(Ar) sw). 事实 上 Aolo) H Li(GCFD)NG CAP), 
co) 7G AE FC 4 08 Bf ae. 因此 
FRG RRA LOOGA) o SERA Clar EPO BREA w 
的 自 守 尖 点 形式 的 空间 . 注意 .对 于 非 尖 点 形式 ,人 慢 增 条 件 不 能 推 
出 平方 可 积 , 故 自 守 非 尖 点 形式 不 一 定 属 于 L GUNGA) w). 


§3 自 守 群 表 示 


群 G(GAp) 在 GCFING (Ar) oo) P H BRS E EAE pw 
为 右 平 移 作 用 : 
PEIF RY = fhe). 
为 了 得 到 更 好 的 性 质 , 我 们 一 般 不 用 群 G 的 作用 ,而 引进 从 pa 诱 
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导出 的 积分 算 子 . 设 y 为 G0(4:) 上 满足 条 件 
Weg) =w edhe), zE ZA). g € GLAF) 

的 一 个 无 穷 次 可 微 . 模 ZC4r) 紧 支 集 函数 .这 里 2Z(4r) 一 1ZE 
G(Ar) (zg = gz 对 所 有 & EGGC4r) 成 立 } 为 群 GCDB H-D. 模 中 
Ly Z(A#s) 紧 文集 函数 是 指 该 消 数 的 支 集 包含 在 Z(C4r)C 之 内 ,而 
C 为 CCar) 的 一 个 紧 子 集 . 假设 函数 pg 可 分 解 为 局 部 限 数 的 张 积 p 
= | ]yw;: 即 对 十 8 二 (gw 有 glg) 二 [|g(g.), 且 对 几乎 所 有 的 ， 

oe w, (z), WE Bo = zkert, € ZF.) RE K(F.), 

0, 其 他 ， 

这 里 9 无 穷 次 可 微 意 味 着 对 于 一 RCo 在 常规 意义 下 无 穷 
次 可 微 , 而 对 于 非 Archimedes 的 v,gps 为 局 部 常数 申 数 , 则 从 右 平 
BAT ps 诱导 出 的 积分 算 子 p,《9) ,定义 为 


PQS) = f ae fhg)dg, (2) 


Zl Ap \GtAp? 
其 中 下 为 中 心 特征 为 的 任意 自 守 形式 .通过 变量 蔡 换 上 式 唐 写 
为 


pA Fh) = | Mh gf Us rdg. 


ZANGA p) 
由 于 了 在 GCF) 下 左 不 变 , 我 们 得 出 
pp Sh) = f Kthog) Sede, 


ZAGA p) 


其 中 
K(h,g)= >, ghg) 


YE ZEPV LF) 
ABRDRATH BBR. AF pRAR POM RR. CORD 
GAP PRR ,所 以 对 于 固定 的 天 与 8 上面 的 和 式 只 有 有 限 个 非 
零 项 . 
积分 算 子 oo 中 在 整个 自 守 形式 空间 上 并 不 属于 这 类 . 与 
Selberg 迹 公 式 类 似 ,我们 要 考虑 其 在 自 守 尖 点 形式 空间 Li(G(F) 
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\G (4hF),w) 上 的 作用 . 为 此 我 们 把 p.(9) 在 (GCFING (CAF),w) 的 
作用 写 为 


ek Pf) = | H(h,g)f (gdg, 


Zap NCE CC Ap? 


其 中 non= ||? *\2eF| .而 


Hth,g) = $, Hh IIYS)- 


YENCF) 


对 于 尖 点 形式 EL GOGA), 0) ,我 们 还 可 以 把 上 式 写 为 
PASA) = Í Ëp fdg: 


ZAp NCP )\Gt Ap? 


其 中 
Bh,g) = Hth.g) 一 = Hh ng dn. 
F 


这 是 因为 积分 
fde] „Ph ng)dn 


PEETRE 


= | vn-igyde| fln g)dn 
Z(Ap)\GlAp) NENN (Ap? 


WFR AER S KIRSES. 
我 们 可 以 证 明 在 22(G CP )\G (47) LE. BRT 


Hth.z)fl@ddg (3) 


EEEN 
属于 Hilbert-Schmidt 类 ( 见 参 考 文献 [37]). 这 里 一 个 积分 算 子 
Eft) =| iz) F(z ydz' 被 称 为 一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 ,如 


果 | | eD idsdz' 收 敛 . 由 于 任何 具有 高 阶 导数 的 函数 HB 

可 以 写 为 有 限 个 卷 积 pl * p* 之 和 ( 见 参考 文献 [38] 或 [39]) ,wp 所 

LAAT OTAK ARDA TRY RA. 故 (3) 属 于 

迹 类 ,此 即 为 积分 算 子 p.(9) 限 制 在 不 变 子 空间 GONGA), 

w) 上 所 得 到 的 算 子 ( 记 作 pao 属于 迹 类 . 这 里 一 个 积分 算 子 
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ra morent mrana amw a a a M 


Lf(z) 一 | Marz S )dz 被 称 为 迹 类 算 子 ,如 果 Ezz) ÆDE 
绝对 可 积 . 

为 计算 ps.o《9) 的 迹 , 我 们 可 以 用 第 二 章 证 明 古 典 Selberg if 
公式 的 同样 方法 , 即 用 Eisenstein 级 数 构造 一 个 新 的 积分 核 
召 (p,g》 使 其 作用 在 尖 点 形式 上 为 零 .从 而 po.ol9) 的 迹 的 计算 就 
等 于 对 KCh,g) 一 K(h,g) 一 Hh,g) 按 对 角 线 的 方式 积分 .关于 这 
个 所 路 的 详细 证 明 ,可 见 参 考 文献 [38]. 


$4 R 算 F 


另 一 个 计算 p。.ot9) 的 迹 的 方法 是 应 用 截 算 子 . RATES 
Langlands 用 于 Eisenstein 级 数 的 积分 上 , 见 瑚 考 文献 [40], 后 由 
Arthur 应 用 到 整个 迹 公式 的 计算 之 中 ( 见 文献 [41],[42]). 

MF GCF)NG(AF) 上 任意 函数 ge) ie 


Puig) = Í g(ng dn 


NCP\Mt Ap) 


Ae Fourier 级 数 的 常数 项 . 回忆 群 GL(2) A Iwasawa 分 解 , 即 


任何 &EG(Am) 均 可 者 示 为 6 一 | T(S Ole Meet ee Anant 


E AX RE K (As). EM GAP) LET RR H 如 下 : 
1 ra 0 
a 各 果 g = |。 s va. 
(我 们 亦 可 以 类 似 地 定义 局 部 A. AR. ) 可 以 验证 五 8) 的 值 不 依 


神 于 一， a O| k 的 表示 法 . 给 定 任意 常数 了 > 1, 设 办 为 


Ae) 一 PE) 一 D; WODXr H Og)), 


l didia 
其 中 P=AN= {| : | Lam{( i A | .我 们 指出 ,对 于 满 
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Hig) 一 |4 


aa re ee r A Wp er A e aaa Fe + 


足 尖 点 形式 条 件 
| Nia {Ping dn = 0 


的 函数 2, 恒 有 A p= — MFR BR gp, 则 有 下 列 结 困 . 
引 理 (Duflo, Labesse "D 给 定 7Y€EGCF). 如果 存在 -一 个 
EGIDA E Hl) >i Rk Ag) >1. W ye PCP). 
证 明 Artin 乘积 定理 指出 对 计 eC FEA lala = 1. ROT 
YE PCR Hg) =H g). HE GL (2) Bruhat 分 解 , 任 
o 1) 
意 YEGL(2,FF) 均 可 写 为 =p 或 中 Je RE pe PUP) ne 
NCP). 引 理 的 证 明 因 此 归结 为 证 明 ; 对 任意 满足 五 (4gE)2>1 Be) 
Oo 1) | 
naul jj<: 


u 


1 zyifa, 0 a 
| 和 


0 1:40 semer 


Sa | <. 先 考虑 p 进 局 部 域 F 的 情 

1 b,2,/ a, 
9 ] 
] 


BWI rsjesE R MI 


0 "| på 0 ie EE 
F of F E bx! 10 1 


>1, 0 


me) ‘| ib, 0 
F Je=| 。 ti 


E€ Ko. 如 byxv/ay & Re» 则 


--1 0 
kys 
asf (b,x) | PEN 


| JEK. 由 于 此 时 


apf Lue) 1 


be 
a 


ales) || ,我 们 在 上 述 两 种 
ety |v viv 


情况 下 得 到 H | a ala 


b, 
ay 


JS F= R 5 C 的 情况 作 类 侯 
by 


ay 


0 1 ` : 
分 析 。 我 们 最 终 得 出 i (° tJe) <TI E| <1. se. 
这 个 引 理 的 目的 是 要 说 明 对 于 了 六 1,A7? qlg) 定 义 中 的 和 式 
至 多 只 有 一 个 非 零 项 . PEE, IT EGUA NEG) 
E HONDT, HOT. W Y=77 VAT PCP), BIE 
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PEDNGCGR) FY =y. 因此 对 于 任意 一 个 gEEGC4r) ,我 们 可 找到 
惟一 的 一 个 yEPCFINGCGE) 使 得 We) > 1. ROT F T> 有 
A’ eg) = gle) — en(Yg)Xr(H (Y g)). 
WR g PUR GNK -个 紧 子 集 2, 则 我 们 只 能 得 到 有 限 多 个 上 
BMY. BE HODER LRE ERKAT O. 故 对 给 定 紧 
TE 2, 可 取 充 分 大 的 工 使 得 
Apg) = Mg), 

对 所 有 gE€ 0 都 成 立 . 此 即 是 党 当 了 -> 十 cc 时 Ap E fE GC) 
的 紧 子 集 上 -一致 收 伍 于 p 

对 于 上 半 平 面 名 上 的 模 形式 来 说 , 截 算 子 的 定义 相当 于 将 基 
本 区 域 OND 分 为 两 部 分 ,在 Em (2) <7 的 部 分 函数 9g 不 变 , AT p= 
e WH Imo ST HRMS. Ae ST op MK PM rE 


| -村 , 革 | 的 积分 , 即 p 减 去 其 Fourier 常数 项 . 如 果 p 是 一 模 形 


式 ,根据 其 Fourier 展开 式 , 我 们 可 知 p ME H Fourier 常数 项 所 
得 的 新 函数 是 y 的 一 个 速 降 函数 .在 GL(2) 群 上 的 满足 一 定 条 件 
自 守 形式 中 这 个 性 质 也 成 立 . 
截 算 子 还 有 其 他 一 些 性 质 , 如 其 是 1 (G(A4F),w) 上 的 连续 
Hermit 算 子 : (A"9).9.)=(~1,A'¢,) ,及 一 个 正 交 投影 算 子 : 
(C1 — ADe L ATP, = 0. 
关于 这 些 性 质 的 证 明 可 参阅 参考 文献 [37] 与 [43]. 


$5 Eisenstein 级 数 
Ws JERAR. np Gv AF. 上 的 本 特征 ORE |ala) | 一 
lvla) | =1). 定义 一 个 Hilbert 空间 H Cs, gov), QR AE FS 


AH GAs) ENR 4: 
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rm ie Se 


让 | 0 
o 1 0 pb 


a,b€ Ap, TE Ár, g E€ GAP), 


s+1/2 
|e] = Harv) Fan pg), 
< F 


| |Ak) [dk <+ oc, 
K(Ay,) 


因 所 有 HY (s.pe.v FY RE--TP LA C 为 基底 的 平凡 全 纯 纤 维 从 ,我 们 可 
H HG ov) SAF Hey) = O, oy), 18S ELT —~ pE 
H (u,v) PEX—-TPRABR $8(s ,4,v) 使 其 在 KAP) E É BR H eR 
BRK RMF s. 设 人 .l(a€E 了 为 HH(p,v) 的 一 个 标准 正 交 基 , 记 
x(s,pov) HRGADESEA HG. g Hitt ERNIE. 4s 为 
纯 虚 数 的 时 候 , 这 个 群 表示 (sop WHA -BRA. 

对 任意 一 个 纤维 从 H Cs, wo) HRA wR 6 Kile x 
Eisenstein 级 数 


EC gsGo5shs¥) = bD P(%g 45). 


TE PIFINGCE) 
这 个 级 数 在 半 平 面 Re s>1/2 上 收 伍 上 且 可 解析 延 拓 到 整个 复 平 面 
上 .简单 来 说 ,这 个 Eisenstein 级 数 的 解析 延 拓 基本 思路 是 用 截 算 
子 将 其 表示 为 
Elg, $s, psy) SAEC, $S, pY) 


+ $, EnCYg,$,s,p Xr H Og)). 


YE PCUPYGF>) 
(4) 
由 前 所 述 ,对 于 人 >1, 上 式 右边 和 式 中 至 多 有 一 项 非 零 . 对 于 这 个 
非 零 项 ,以 g 替代 该 Yg, 则 


Eny lEs $s L,Y) = f ECng,$,5, pf ,v)dn 


NFI\N (Ap? 


$(Eng ,sydn, 


pee EE PUG) 
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根据 Bruhat 4 GCF) =PCFDUPCROwN(F) ÈP w= 


i aranea- l|) "| Uwn), Pi 


EnCg $s, Hy) = | (ng sdn -+ ls Pleong ,sydn. 


由 于 ADIF N(4r) 左 不 变 , 取 测度 使 vol(FEN4r) 一 1 AER 
右边 第 一 项 等 于 #(g,s). 对 于 上 式 右 边 第 二 项 我 们 引进 六 结算 子 
M(s) 的 概念 : 

MOTA HG. WE HCC s OMAT AER 


M(sy$(g) = (ee Song ysddn. 
F 


因此 

Enl grSr) = Ags) + Meigle). 
等 号 右边 第 一 项 为 的 全 纯 函 数 , 而 第 二 项 的 解析 延 拓 完全 由 缠 
结算 子 MS ARTERY. 事实 上 ,M(s}) 在 复 平面 上 只 有 单 极 
点 ,其 具体 性 质 与 证 明 订 见 参 考 文 献 [43]. 

对 于 (4) 式 右边 第 一 项 AE fs 4) ,我 们 可 利用 的 最 恒 

要 的 性 质 是 其 平方 可 积 , 故 可 考虑 

CATEC(g ,$s HY) AE Cg ,$2,5, Ly)). 
在 确定 了 这 个 内 积 对 si 与 s; 的 解析 性 质 后 ,我 们 就 可 以 通过 利用 
双重 Taylor 级 数 来 确定 AE(lg,$,s, py,v) 的 解析 延 拓 了 , 详 见 
[43]. 这 样 我 们 最 终 能 得 出 Elg grs yr) E C LER BR, 
在 区 间 |[ 一 二 ,oj 与 (0, 二 ] 中 有 对 称 的 有 限 个 单 极点 ( 见 参考 文献 
[44]). 在 ;二 0, 这 个 Eisenstein 级 数 有 一 可 去 奇 点 . 


§ 6 核 旺 数 的 谱 分 解 


我 们 现在 可 以 对 作用 在 CG CP)\G (Ar) ,w) 上 和 的 积分 算 子 
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da 


© Ie OR Ca tet a st 


pig) = | gpg dg 


ZAP NGA) 
进行 谱 分 解 . 我 们 把 作用 在 尖 点 形式 所 构成 的 不 变 子 空间 
L2GCFING (Ar) so) ERS AF ASK PRICE Koy (A>) ,把 
ESL SEM BIC Kha og) ,而 把 在 非 尖 点 形式 的 离 
散 谱 上 的 积分 核 函 数 记 作 KE CA.) WK RR KA DHS 
为 

Kh, g) 一 下? hg) + Kin lhg) + Ki Ch,g). 
如 设 Pean ,Pu 及 Ps 分 别 为 L(GCFING A) oo 空间 到 不 变 子 至 
间 五 ,zw 及 工 oa 的 正 交 投影 , 则 


(Pom PAG) Prop F(R) = f K? Ch. ge fdg, 


ZK4F3YCIPDNCTC 人 Pr) 


(PromP(P)PemdfA) = f K? (h g) f (Rdg, 


Z(ApIGUPNGCAp) 


(PPP Pw fh) = í KE hg fg) dg. 


ZUAFPIGIEF NGA p) 

我 们 在 35 BWR CEC 六 为 五 (pr 的 一 个 标准 正 交 基 . 用 
这 个 标准 正 交 基 我 们 可 得 出 Kww(h,g) 的 一 个 表达 式 ( 见 参考 文 
献 [42],[37]) : 


K? (hg) = P? b? | EGE, ADe $6) 


m= arpET 
X ECh, $it, ov) ECg poit, pv) dt. 
为 了 说 明 这 个 表达 式 的 收敛 性 ,我 们 指出 上 式 实际 上 对 左右 
K(Ar) 有 限 的 函数 9g 成 立 , 此 刻 上 式 右 端的 两 个 和 式 均 只 有 有 限 
个 非 零 项 ,化 为 有 限 和 . Arthurt**l 指 出 上 式 右 边 为 在 由 光滑 、 模 中 
心 紧 支 集 、 左 右 KK(&4r) 有 限 隆 数组 成 的 空间 上 的 一 个 连续 线性 泛 
Bm. AFIPS COG Ar) ,ww) 的 一 个 秽 密 子 空 间 , 我 们 可 以 
把 上 式 右边 扩展 为 室 间 CY(G(4r),w) 上 的 一 个 连续 线性 泛 量 .这 
也 就 是 KE ,这 个 表达 式 的 意义 . 
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具体 来 说 ,对 于 CY CG (CAr),w) 中 函数 9 = ] [ a, 其 非 


Archimedes 局 部 函数 p 为 局 部 常数 并 有 模 中 心 紧 支 集 , 施 为 左右 
K (Fo) AR. Ast eA A KAD ARH BRA FH 
Archimedes AMA p. 24 F=0 时 ,gp 的 Archimedes BRR 
ge 具有 一 致 收敛 的 左右 Fourier 级 数 


Plg) 一 | j Per (0 ) gr (0) e he ™d0, do, , 
ia = —* 


其 中 0)=| OO" | . 这 个 级 数 的 任意 有 限 部 分 和 均 为 左 
A KR) ARRAN. 以 此 Fourier 级 数 代 入 Ken 的 表达 式 中 苑 可 得 到 | 
上 述 的 连续 线性 泛 函 的 扩展 过 程 . 
根据 参考 文献 L371], 核 函数 K 的 表达 式 如 下 : 
KE Chg) = (vol(Z(Ap)GCF )\G(Ap)) 7! 


X >) XCdeth) Xde 


FIA 


cos —siné 


Py) XCdety) dy. 
P? 


A TARAR RARR K tI REA RLRE CCAP) 
在 1 CGONG(4r),w) 上 的 群 表示 po. 在 La (GCFNG CAF) w) E 
Oo 可 以 被 分 解 为 不 可 约 自 守 尖 点 表示 ao 的 直 和 , 即 Li(G (CF)\ 
CCAF),w) 可 被 分 解 为 不 变 子 空间 的 直 和 ,而 p 在 每 一 个 这 样 的 
不 变 子 空间 上 均 为 不 可 约 自 守 尖 点 表示 . EV 为 这 样 的 一 个 不 变 
子 空间 , 记 其 上 的 不 可 约 自 守 尖 点 表示 为 oa. BS ARF 的 不 同 赋 
值 所 组 成 的 一 个 有 限 集 合并 假定 S 包含 所 有 的 Archimedes IR 
UTS EH c, 根 据 限 制 乘积 的 定义 ,我 们 总 可 找到 一 个 足够 
大 的 有 限 集 合 SEG 作为 天 一] [KORO -个 群 表示 包含 


vs 
K* 的 单位 表示 . (o 是 GCC4r) 的 不 可 约 表示 ,但 作为 天 s HRR, 
就 不 一 定 仍 是 不 可 约 的 了 . 设 o 可 以 分 解 成 KS 的 不 可 约 表示 的 
直 和 , 则 其 中 一 个 不 可 约 表示 为 K 的 单位 表示 .) 下 面 的 讨论 中 ， 
我 们 取 一 个 固定 的 集合 5, 而 且 只 考虑 p 所 有 包含 Ks 单位 表示 
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— 二 eR es ah der te we 


的 不 可 约 自 守 尖 点 表示 o. 对 于 这 样 一 个 表示 o; 记 其 空间 为 
Vio). RVsto WH Vio) PRA KS 作用 下 不 变 的 向 基 ( 即 线性 
形式 ) 组 成 的 VCo) 的 子 空间 . 

可 以 看 出 ,Vs(o) 在 群 GOD= [CR EA FAE. 


记 群 GCFs) 在 Vsto) 上 的 表示 为 os. 我们 可 将 函数 p 5A p= 
a? Hr g=] [pe e°= [p> 设 所 有 vv 所 5 H gp. WALA 
ves vas 


KF.) AE. 这 样 的 p. RW RR. FR p, AA KF, 
不 变 ,对 任意 天 (Fw) 右 不 变 的 函数 fo Kin, BR Ce IAA = 


Polge) folhg dg. 也 在 天 (FJ 下 右 不 变 . 故 对 以 上 所 取 


| NGUF > 
的 函数 9,0 OH Vs(ORA Vs OBS AE a BV OHA 
Fm olp Vs) LAER 
op f = a(p*) +f, 

其 中 5 为 所 有 9 组 成 的 Hecke 代数 到 C* 上 的 一 个 同 态 .6 被 称 
为 对 应 于 群 表示 o 的 Hecke 代数 的 特征 . 

通过 这 些 准备 ,我们 可 得 到 

alp) f = ô lp) + asCGs)f. 
其 中 EVs), pe ÆA KF AE VES. R Vso) k] — HAEE 
ERED) aE MRA RART UERAIS 45: 
K? lhg) = Dip") D os PP. A) P(g). 


注意 这 里 对 不 同 的 S 我 们 得 到 不 同 的 Ks 的 展开 式 . 
§7 迹 公 式 中 的 截 算 子 
利用 核 函 数 的 谱 分 解 ,我 们 有 


Kr Ch,g) = Kr(h,g) 一 Kea hg) — Khe). 
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re a er 


但 是 为 了 计算 迹 类 算 子 Pop。( 了 Ps 的 迹 , 我 们 不 能 对 上 式 逐 项 
积分 , 因 积 分 不 收敛 . 为 此 我 们 再 次 利用 截 算 子 . 由 于 在 K?,,, 的 展 
开 式 中 ,为 尖 点 形式 , 截 算 子 对 KK5,, 第 二 个 变量 作用 的 像 仍 然 是 
天 cp: Ar Kop =K ap 因此 

Kia (hg) = APK(A,g) 一 ADK®,.(hyg) — ATK? (hye). 
这 样 逐 项 积分 成 为 可 能 : 


tr {P cep hel PG) Pons) = | Ke CT rd 


ZAF ICING p) 


= ATK?(x,2)dx — | Ee 


ZA PGUNGIA p) Z(Ap GCF NG Ap) 


T 
T f A, Ki Cx oddz, 
ZIA PCG (Ap? 


这 里 最 容易 计算 的 部 分 为 ATK AES). 利用 K5 的 表达 式 
A, Ks Chg) =vol (Z (AGONG (Ar)? S xCdeth) XY(detg) 


X= 
x |1 一 volCEFPNMP 5 xrCH Cg)) 
i YEPUFY GOP) 
Í ply) X(detydy, 
ZLARIGA p) 
故 
Í AK? (Cr,r)dr 
ZAp GF NGIA p?) 
= S| 1— vol(F\Ar) | 
Zai vol (Z (A GCF )\GCAr)) 


Xr H (Ya dr 


EE TEPIFING(F) 


gøy) Xdety)dy. 


f ZAg)\GlAp) 


RAE MT EM sz. 之， BSH-- PIES RRA 


rE PUPONGOF) 
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1 


nr 


数 有 界 . 因此 


lim | 
T— + oud ZA GUNG Ag) 


z | Py) XCdety)dy. 
ee ZA GlAp? 


回忆 积分 算 子 p。(9) 的 离散 谱 由 Poppo O Peun A Pop 2e CP) Pap Zh 
RM. NAMB p OEA EB 
tr (Pappa QP Pea) + tr P ppl PP ap? 


ALK? (2.x dx = | Ki, (2 ,adax 


ZAP GOR OG Ap) 


= li 


t 
T— too), J ZAP GLP G (Ap) 


ALTK*(r,x)dx 


E ls DGC INGA Ae Boom (© yod | 
这 就 是 迹 公式 ,其 等 号 右边 第 一 项 可 称 为 迹 公式 的 几何 部 分 ,第 二 
项 则 被 称 为 连续 谱 部 分 ， 


8$ 8 六 公式 的 几何 部 分 


为 了 计算 
ATK®(x,2)= > gary —- >) KHE) 
YE Z(G) FE PUP INGCF) 


Wat. 


baas YEZUFY GF) 
的 积分 (这 里 我 们 以 517 替换 了 7) ,我 们 考虑 GCF) 中 不 同类 型 
Hia.: (1) 单位 矩阵 CE ZUPO\G CY) BREE STS 
C2) 7 被 称 为 F_- 双 曲 正 则 元 素 , 如 果 7Y 在 GC(F) 作 用 下 共 轿 于 


Pr EE Ynér}dn 


| ,aE Fr aks (3) 7 被 称 为 FRE IER MRT EGE) 


FSF | Z| ,ze PSs (4) 7 BOR FARER AE HE 


GCF) PARSER POP) PE RE. 如 此 , 则 
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EP ee RE es ieee 一 一 A 


4 下 (rz) = gle) + > wx ¥xr) 
了 F-M E 


+ SS gayr) 一 
学 


Y F- 


f gx lE nêr) 
EEPLPNGIF Y N Ap?) 


X Xr(H (fr) da 


PX Yr) 
Y F- RME A 


a Qi 
— EF J S) | a= je Xr CH (Ex da. 
terParcuy ™ Ap) ge 0 1 
aw j 


(5) 
以 上 的 轨道 分 解 的 意义 在 于 , (5) 式 右边 的 每 一 行 都 对 x E€ 
Z(AFIGCFING(&hF) 可 积分 . 对 于 (5) 式 右边 第 一 行 的 ple). HE 
分 等 于 

vol (Z (AF IGCF )\GCAP) ple). 

(AAW B—THA RYH DBA AME RASCH 7 来 说 ， 
pla '¥x) 是 XEZ(4F)NGCAh8) 的 一 个 有 紧 支 集 的 硝 数 . 为 证 明 这 
个 推断 ,我 们 设 PCz Ye) 0, BR 2 '%e eC NEP OW oH ERE 


集 . 由 Iwasawa 分 解 可 将 写成 + 二 Bk， p-| ° ?js Pia, 
' 2 
kE KC(AF), W POYREN HP Q,—=K (Ar) OK (AP) i GCA) 
a è 
METR ar- |l ECO- mm ER, N 


| BAF 4r 的 一 个 紧 子 集 . 由 于 7 为 椭 加 


2 


元 素 ,cs 0, 我 们 推 得 | 82) -|b| 小 于 某 一 正常 数 
我 们 引进 Siegel 区 域 的 概念 : 一 个 Siegel 区 域 为 包含 下 列 元 
素 的 集合 


tab oO 
j 


[1 x 
0 a 


0 1 
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Or aan miar A anak alan PE myPr dt IAG D a moe ~ ` ET 


Ep r JRF 4r 的 一 紧 子 集 ,aE4 DMT Ar WRLC 
K (Ar), t= | [6E Az ,对 所 有 非 Archimedes v, 2.=1, MPA 


Archimedes v, t 均等 于 同一 个 正 实数 n> cc 0. 可 以 证 明 对 充 
分 大 的 Siegel 区 域 S, 有 GliAr5) 二 GCF)S. 
8 


设 上 面 取 的 z 篇 于 这 样 的 一 个 Siegel 区 域 , 则 5; A ALR 


的 条 件 推出 = 属于 一 模 中 心 紧 致 的 集合 , 故 (5) 式 右边 第 一 行 的 
和 式 对 于 <EZ(CarGGING(C4r) 有 紧 支 集 . 由 此 可 证 明 我 们 的 推 
断 . 


对 于 (5) 式 右边 第 二 行 的 式 子 ,我 们 可 设 7 二 人 ?js,es 
PCFING (CF), FEFXY, 则 (5) 式 右边 第 二 行 的 式 子 变 为 


= 1 i, | 
sel e 


a E ‘nêr Xr H (Ex) dda] 


N{A,, 


MEE ZANGGA ERRER SFT 
te sees [> Sa A dE | 


afa o =- po |z| zH adu} dz. 


l 
` 2 -1 
记 FCy) [el 区 Ta 则 Fer) 为 一 个 Ar 上 的 
Schwartz-Bruhat py Bf. 用 Iwasawa 分 解 可 将 x © ZC AP PCF) 
1 Q 
GANGA «= is P| akg a€ NAL nE NCFONN (Ar), 


kE K(Ar), 于 是 dz 一 ja 1。d adndk. 故 上 式 等 于 


fl a 
vol FVAP)| y la lad al > ee GE it 1 |} ae 
FEF wt 
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CO 


ee aa e fur 


1 au 
— aad ry 一 1 
[asf dl | p le Yr alas ddl | 


2 vaan | S3 F(a) 


F JEF” 
— Forreclata? lala} | alad*a, 


其 中 vol FNA) =l, PCr) =|, Fy) bay )dy BRR F ODM 
F 


Fourier 变 搞 ,多 为 4r 上 的 一 个 特征 ,yy 在 Ff 上 人 恒 等 于 1， 
为 了 计算 这 个 积分 ,我 们 先 分 出 某 些 可 积 部 分 . 由于 F(x) 是 
一 个 Ar 上 的 Schwartz-Bruhat AX, 
> F (ay) \a\,4,d*a = | F(a)}\ala,d”a 


x 
a€F*\ax TEF «Ear 
lalap >l lala = 


收敛 . DPR IN TUK BR St TA Ba A 


ee D, Flan lala, — Xala)) 


ae PY 
— F (0)%rCla lay) | axa. 
根据 Poisson 求 和 公式 ， 
>> Flap = >) F (aa) — FOO) 


pe TEF 
= > F(a) \a Pi — FCO) 
?ET 
一 >> Fta'pialy + ÊO lalz} — F0), 
ner™ 
我 们 又 可 分 出 
F (ce-17)dxe = f F (a)d*a, 
ae F™\ax ve F™ ae ay 
jal <I lala, >l 
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其 为 收 钱 积分 ,因为 Cr} 亦 为 Schwartz-Bruhat 函数 ,所 熏 部 分 现 
在 为 


— F0) | aha ack wf dies 
LT- lal gcd 
a€F*\Ar 
laia st 


WARNA Se, a et HEA TT (5 RB ES PB SS AT ARP. 
上 式 第 二 个 积分 等 于 


Ê | d*a = (ogT) F (0)vol (F* \A!). 
aeF™\ay 


未 一 lal4<1 


因此 (5) 式 第 二 、 第 三 行 式 子 的 积分 等 于 
| Fla)lalad*a 一 | F (a)d*a 


aE ay a€Ap 
lwl4, 4 la lap”! 
pO | jalad™a + (ogT) Ë CO vol (F* \Ah). 


aF AR 
' re 
LEPTE < 


用 类 似 的 方法 我 们 也 可 证 明 (5) 式 右边 第 四 、 第 五 行 的 积分 收 
A HEFT 


(logT )vol (F* “pf 


LZA aie * a) ded 


KCAp)d Ap 0 
Pare ta 011 z 
— 二 vol(F* | eo Sen | | | k 
K(Ap)J Ap “EF 0 1: 0 1 "0 1 
gars 
x logH| o| | w ; | | dgdz. 


将 上 述 结果 相 加 ,我 们 就 得 到 迹 公 式 的 几何 部 分 (具体 计算 可 参阅 
参考 文献 [37] 与 [43]) : 
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A, K(2,2)dx = vol(Z(APGCEING A) ge) 


| 


Mx 'TYaddx 


| EF IN A 4 
Zt Ap OCF) tA, | HERR 


iega 0 
+ ClogT vol (F* “bf | Du y| k = na] dndk 
Kip NtAp) ， | 0 i! 


er* 
0 ， 
= volk” apf j Seow ia 3 
KtAp? NAN FY OO I? ! 
ak l 


X logH Conk dudk 


十 | F@laladta — | F (a)d*a 


acA aed 
la =] je! 
lap” es wl 


—FO) | lalad*a. 


x x 

€F MAp 
a 

lala, = 1 


$ 9 迹 公 式 的 最 后 形式 
我 们 同样 略 去 4 天 ?zz) 的 积分 的 计算 ,读者 可 参阅 文献 
[37] 或 143] ,本 文 不 再 重复 . 在 此 我 们 只 列 出 最 后 的 计算 结果 . 
AD KS, (2 sx)dx 


|r 


=— (log? )vol(F* \A}) 


Ex je 0 
oe re) d | 0 jak] ome 


i ix O (ME iy M Gyn, (p) dy 


na TrMCO RP)), 
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mi ` - =- Inra se EF Pas I n “ce ne -mv 


其 中 缠 结 算 子 M() 的 定义 见 85, 而 M p= E Mop 
根据 这 些 计 算 结 果 , 迹 公式 可 以 写 为 
Kis rode + | K? lesz de 


| eee Z(Ap IGP WGCAp? 


= val (Z(APNGCP)\G (Ap) Pe) 


十 | > pr ¥x dx 


Zl Ap IGOR Yr A) he 


十 | Fe?lalwdxe 一 | F(a)d*a 


aE Ay aCA 
aig el alap >l 
— F(0) | AE 
ze x 
a€F Ar 
le 4,1 


nk 


1 1 | | d =I] | as 0 

一 l(F*% NA k 

2 vol(F \ F2 KAD] Nea, >) n 0 1 
al 


X logH (ank ddndk 
+f trl MO iM’ Gyre) | dy 


一 Ttr CM g) 


其 中 上 式 右 边 含 有 logT 的 项 豆 相 抵消 了 . 上 式 右边 后 五 行 的 式 子 
尚 需 更 进一步 的 计算 ,这 和 宛 长 的 计算 的 目的 是 证 明 这 些 式 子 都 可 
以 写成 包含 不 同 局 部 积分 


_,{@ 0 
PAT te NE al 
或 其 极限 的 乘积 ,其 中 
a òb 
cer = ((% $) lertrend € Fuad ~ te x0}, 
2 
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lad € Fy}. 


因此 我 们 得 到 以 下 经 过 化 简 了 的 迹 公 式 . 
定理 设 呈 ]]p. 为 一 个 在 GCC4r) 上 满足 


Weg) = w (epg), z E Z(Ar), g E GLlAr) 


的 无 穷 次 可 微 有 模 中 心 紧 支 集 的 函数 . 又 设 存 在 两 个 局 部 域 Fe 
Fwisv, 其 上 的 局 部 函数 Poa Pw 满足 


a 
nce | 
. 0 


i 


la 0 
& 0 IE dg = 0, a lv = Uses 


| cen y®* 

则 积分 算 子 co 只 在 离散 谱 上 的 迹 等 于 
tt (Puspo l OL aap) + tr Poppa to) Pe) 
= vol (Z(APGCF )\GCAr) gle) 


4- Í >, HAT '¥ax dz. 


Zt Ap GCP NGA) yew 


$10 四 元 数 代 数 


GL({2) 上 的 迹 公 式 的 一 个 重要 应 用 是 证 明 GL(2) 群 表 永 与 四 
元 数 代数 的 可 道 元 素 组 成 的 乘法 群 的 表示 之 闻 的 关系 .这 项 工作 
首先 由 Jacquet 及 Langlands 在 文献 [46] 中 完成 ,是 模 形 式 、 群 表 
示 理 论 中 的 一 个 重要 里 程 碑 (Jacquet 及 Langlands 的 著作 [46] 篇 
幅 较 大 ,读者 可 先 参 考 Godement 的 著作 [47]). 之 后 Gelbart[s5) 
与 Gelbart，Jacquetlt3 把 这 项 结果 又 重新 闻 述 了 . 本 节 仅 对 此 特 
别 是 与 迹 公 式 有 关 部 分 作 一 入 门 介 绍 , 有 兴趣 的 读者 可 直接 阅读 
上 述 文 献 . 

设 DD 为 一 个 在 数 域 下 上 的 四 元 数 代 数 ,DD 的 中 心 为 F. 在 局 
部 域 Fe 上 ,我 们 设 DU) = DOF MR DF TRE A N 
SRR RTM D EF, LAR. OR DCF,) 不 是 一 个 四 元 数 代 


er KE Wp he re ET EC Me eh 


WEE — TM DOP DEI MC2 ,Fr 的 自然 同 构 , 我 们 称 这 时 D 
fi F, ER. SHEA DEF, ERD BA v 所 组 成 的 集合 ， 
并 假定 S AAS Archimedes 赋值 wv, 则 可 以 证 明 S 为 有 限 集 合并 
至 少 包 含 两 个 无 素 , 详 细 论 证 见 参 考 文献 L31]. 记 上 D 的 乘法 群 为 
,其 中 心 为 Z' ,对 于 G'(F) 来 说 ,Z'(F}) 同 构 于 上. 在 局 部 的 情 
形 , 对 于 v5S,G' CFO GFL) 二 GL(2 Fay. 
与 本 章 开始 一 样 , 我 们 考 虚 G' (AF) 上 的 函数 产 , 其 满足 条 件 

fi (Veg) = lD f le), YEG), z € Z'(Ar).g € G CAF), 
及 


| f’ €g) ldg <+ æ. 


is (Ag )G CF ING (Ay? 
这 些 函 数组 成 空间 LEGI CONG (Ap) @). iE o, WR OG’ (Ar) TE 
LEIG! (CF)NG' Ca4r),o) 上 右 平移 作用 所 导出 的 群 表示 : 
eng f (Ch) = f’ Chg). 
Lik g= Fih 为 一 个 GAs) EAS Fe A ET RE D E SE R 
数 , 满 足 
Plzg) = olz) ig), z EZ (Ar), g € G'CAp). 

这 里 [1% 为 限制 乘积 , 即 对 于 除 有 限 个 ”> 外 都 有 
o Cz), W ge = kzorks E K(F,) ,2, © ZF)» 
0， 其 他 ， 
则 我 们 可 定义 积分 算 子 oP ) 如 下 : 

PDF D 一 | POF Ade = | F ADF (ede. 


由 于 LEC GD FERRE. RINGS oe RERA a R 
Khe = >) he), 


FEZ (FIC UF? 


g (Es) = | 


而 
pip yf h) = | a dn. 


2 (ApIG' CPING' (Ag) 
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以 上 所 引进 的 概念 与 GL(2) 的 情形 类 似 , 但 最 根本 的 差别 是 
Z' (Ar)G (FNG (Ar) BK. FA OK Ch, EERE ol (oP) 
为 Hilbert-Schmidt 类 . 又 由 参考 文献 [38], 无 穷 次 可 微 函 数 对 可 
表 为 卷 积 的 有 限 和 . 故 p(y ) 又 为 迹 类 算 子 ,其 迹 等 于 


tr(g.(¢)) = | Ri Cee pay. 


Z (AIG CFG Ay) 


为 了 计算 上 和 式 右边 的 积分 ,我 们 首先 分 出 7 一 e 的 项 : 
tr(e.(¢ )) = vol(Z CApYG (FONG! (Ap) 9 Ce) 


十 | >) P(e Yx)dz. 


Z (Ap IG (PING' (Ap? TEZ ENGE? 
AT G' 为 四 元 数 代 数 的 乘法 群 , 对 任意 YEGE), YAZ F= 
FF” , 工 二 FF(7) 为 一 个 下 的 二 次 扩 域 . 如果 7 二 x 7Yz, 则 7 生成 的 
[RP RL 与 工作 为 代数 是 下 - 同 构 的 . 故我 们 可 取 所 有 这样 
的 二 次 扩 域 的 等 价 类 的 一 个 代表 系 X ,而 将 上 式 右 边 的 积分 写成 


他 CE 2 | Gla Er)dz, 


TiAL Yd 
BAN “Oe 


其 中 gz 为 L 上 FF 自 同 构 的 个 数 ， Bp gr 一 2. 由 于 工 中 的 乘法 有 交 
换 性 , 算 子 p(y ) 的 迹 等 于 
tr(p.(¢ )) == vol (Z' (Ar)G (FING' (Ar) )¢ Ce) 


+f DyvolARL*\AP) > a PO Edda: 


ar NCA ) 
fens x F 


8 13 迹 公式 的 比较 


为 了 得 到 G 上 的 群 表 示 与 G' 上 的 群 表 示 的 关系 ,我 们 要 比较 
对 应 积分 算 子 的 迹 , 即 给 定 9, 我 们 要 找到 满足 某 些 条 件 的 函数 
g ,使 得 
tr (Peuple PP ea) + tr Poo CHOP,) = trlo). 
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rr nn pp pee er aro rr st -» = ` Pn y won uror Ti 


反之 ,给 定 对 ,我 们 亦 要 找到 满足 某 些 条 件 的 鳌 数 p tE ERR. 
设 函 数 p= [ [eo 满足 8 9 结尾 处 的 条 件 , 即 存在 两 个 不 同 的 


局 部 域 FE, 在 其 上 对 任意 a1, A 


f ge °) ajde = 0. 
ACF NGF) 0 i 

用 G 上 的 迹 公 式 的 简化 形式 ,我 们 需要 证 明 

vol (Z CArIGC FING CAF) ple) 


+f > Kx ¥x dz 


ZAPGE NGAP) PN 


=vol(Z' (APG (FONG (Ar) )¢ Ce) 
+>, (pg1) lvol (AZ LÝNAŽ ) > | HT rdr. 
fer 


te 全 Ap NG' (Ap) 
(6) 

WR RITE G 与 G 上 选用 适当 的 测度 (例如 Tamagawa 测度 , 见 
参考 文献 [48]) A 

vol(Z (Ar )GCF)\GCAp)) = vol(Z’ ar)O FNG" (Az) 5 
故我 们 可 设 gle) =¢ Ce). 

为 了 使 46) 式 左右 两 边 第 二 式 相 等 ,我 们 先 将 左边 第 二 式 改 写 
成 类 似 有 过 的 形式 ,7 HEA A CR EE GCF) FAR SESE 
已 (五 ) 中 任意 矩阵 , 即 > 在 互 上 没有 特征 值 . 设 五 为 > 的 特征 多 项 
式 的 根 所 生成 的 下 的 二 次 扩 域 , 则 EE 是 下 - 同 构 于 7 在 GC(F) 中 的 
中 心 化 子 ( 的 中 心 ) 我 们 以 下 将 此 中 心 化 子 简单 记 作 EC 
M(2,F). WR 7 一 zz, 则 为 的 中 心 化 子 五 SE PA. 
因此 我 们 可 取 GC(F) 中 所 包含 的 这 种 二 次 扩 域 的 同 构 类 的 一 个 代 
RAXM 


| S Aa Yad 


ZCApIGUFING( AY?) Ya 
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ar rr i ATOM I OY + Bt ewe au Gh Ste eae RS ROR Te 


=- vol CAE MD D | MIE 


Ar XICA ? 
EES gis F 


其 中 因子 广 的 出 现 是 因为 E EMF BATRA 2. 因此 要 使 C 
上 的 与 G' 上 的 两 个 迹 公 式 相 等 ,我 们 要 选取 ?或 对 使 得 


x x x —1 
} ol (Aš L MD Zr be oap Dda 
l x ~1 
= 5 Doae MAE) > I, x gap PETE DAR. 


EEX rEg* ZE” 


CT) 
RERA fa (ke AS GL(2)? 迹 公式 时 作 的 假设 ,存在 不 相 
fal AY vi 5 Ve » fe FS RT vSVi1 或 Uz» 


la "| E 
RAT # 1 gldg =0. 
为 了 利用 这 个 假设 来 简化 (7) 式 等 号 的 右边 ,我 们 把 积分 
| ecg MEd 写成 局 部 积分 的 乘积 如 果 已 一 Eee. 分 


2), BAF FOF, WW EX ECF) PHEA AU). ABBE 


a 0 
局 部 积分 等 于 | ele Vode T= (9 "aden. mae 
v 二 wi 或 vi, 则 局 部 积分 等 于 零 . 据 此 我 们 设 对 于 所 有 wvES 来 说 


a 
| sl 0 T x} EE AR 
WORAN EEX RMA EEE veS KARRA 
E. 故此 和 实际 上 取 遍 所 有 在 S 上 不 分 裂 的 二 次 扩 域 五 ,这 些 扩 域 
E 所 组 成 的 集合 恰好 就 是 (7) 式 左边 的 X'. 于 是 两 迹 公 式 相 等 就 
归结 为 选取 pm oe 
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Hr '¥addx 一 | a gir rydr 
as AŽ AG Ap 
Ex 


对 所 有 VEE”, YF” ey. 
因 为 o— | Ie. 与 用 一 HI P。 ,这 个 等 式 两 端的 积分 都 可 以 写 


成 局 部 积分 的 乘积 . 故我 们 需要 得 到 
I, “GF Pela Ya dx 72 |, Ta p lr Yxjdr. 


T vgs, RIIIE G'(F,) 与 GC(F,) 看 成 相等 , 故 两 端 积分 
IRF ACFO\GCF,). i p. = p, 即 可 推出 局 部 积分 等 式 . 
对 于 veS 上 面 的 局 部 积分 等 式 可 以 由 下 式 推 出 
tr7z,(9,) = trr, (p), 
这 里 r, 为 群 GCF,) 的 一 个 不 可 约 、 可 容许 , 模 中 心平 方 可 积 表 示 ， 
而 x, 为 x, 所 对 应 的 G (CF) 的 一 个 不 可 约 . 可 容许 表示 . 局 部 群 表 
示 的 这 种 对 应 关系 mer, 是 局 部 域 上 群 表示 理论 中 的 一 个 重要 
结果 ,详细 讨论 可 见 参 考 文献 [46], [35] 及 [43] 等 . 
至 此 我 们 已 经 建立 起 了 迹 之 间 的 等 式 . 即 给 定 可 找到 满足 
某 种 条 件 的 g AE 8 可 找到 满足 某 种 条 件 的 w, 使 得 
tr (PoPa lP) Pas) + tr PopPhl PP) = trO). 
将 有 离散 谱 分 解 的 这 些 算 子 PoubuP cusp > Pap luk ap 5 p. 均 分 解 为 不 
可 约 表示 的 直 和 和 , 则 我 们 得 到 
Damtra(g) = Date tr (g), 


HP R PospPePeup!S PwppsPs 的 所 有 不 同 的 不 可 约 表 示 , 而 zw 取 
pu 的 所 有 不 同 的 不 可 约 表 示 . 这 里 w(x) 与 n(x') 为 不 可 约 表 示 出 
现 的 重 数 . 
由 于 上 式 中 的 函数 对 gy 的 选取 有 很 大 的 任意 性 (但 给 定 了 
一 个 pP 没有 许多 选择 余地 ),trx(g) 与 tre’ (8 表现 出 某 种 特征 
的 性 质 , 有 时 叫 它们 为 余 特 征 . 将 通常 的 特征 线性 独立 的 原理 推广 
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后 ,可 由 .上 式 证 得 整体 表示 与 x 之 间 丰 在 着 一 种 对 应 关系 ,这 
种 关系 就 是 Langlands 所 猜想 的 一 般 群 表示 哨子 性 的 - -个 特例 . 
间 时 由 上 面 的 迹 公 式 等 式 亦 可 推出 对 于 对 应 的 x 与 x’, 其 重 数 相 
等 ; mr 一 nr ), Jacquet 及 Langlands BA HE nong A l, 
则 对 四 元 数 代 数 的 群 表示 来 说 am ) 亦 至 多 为 1. 这 种 结论 被 称 为 
重 数 为 一 定理 . 

概括 来 说 ,通过 比较 GL(2) 上 的 迹 公 式 与 四 元 数 代 数 上 的 迹 
公式 ,我 们 介绍 『 可 由 群 表示 的 局 部 蚂 子 性 推出 整体 嘲 子 性 ( 亦 可 
直接 推出 整体 浮子 性 , 见 参 考 文献 [37]), 并 由 GL.(2) 的 重 数 为 一 
定理 推出 四 元 数 代 数 上 的 重 数 为 一 定理 . 

经 过 50 年 的 发 展 , 迹 公式 已 被 推广 到 - 般 线性 代数 群 上 ,并 
通过 这 个 一 般 迹 公式 计算 出 了 一般 线性 代数 群 G 的 Tamagawa 
数 , 即 GCGEINGC4r) 或 ZC4rDGGDINGC4r) 的 测度 . 
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第 四 章 Kuznetsov wk A xt 


前 面 两 章 所 介绍 的 迹 公 式 , 都 来 源 于 对 积分 核 按 对 角 线 方式 
积分 以 得 到 积分 算 子 的 迹 ,例如 


tr (P eupol O Psp) 一 


| K? (zyz)dz， 
ZK4pD2C(PINGC4F) 


这 种 对 角 线 方式 的 积分 显然 并 没有 把 积分 算 子 的 核 函 数 Kth,g) 
所 包含 的 信息 全 部 利用 . Kuznetsov 迹 公 式 事实 上 就 是 通过 对 
玉 (六 ,有 ) 进 行 另 一 种 方式 的 积分 以 得 到 积分 算 子 的 不 同 的 信息 . 严 
格 说 来 ,不 按 对 角 线 对 核 画 数 进行 积分 ,所 得 的 结果 就 不 上 再 是 算 子 
的 迹 , 我 们 一 般 称 这 和 样 的 公式 为 相对 迹 公 式 . 相对 迹 公 式 的 概念 最 
旱 作 为 Petterson 公式 由 Petterson 在 20 世纪 30 年 代 提 出 , 比 
Selberg 迹 公 式 出 现 的 时 间 要 早 . 20 世纪 70 年 代 末 通过 
Kuznetsov 的 工作 ,相对 迹 公 式 又 重新 引起 人 们 的 重视 ， 
Kuznetsov 在 文献 [7] 中 并 没有 对 积分 算 子 的 核 函 数 进行 积分 ,而 
是 通过 对 Poincaré 级 数 的 性 质 的 研究 计算 出 了 Poincaré 级 数 的 
内 积 . Kuznetsov 称 其 结果 为 和 公式 , 见 参 考 文献 [49]. 其 后 
Zagier 指出 了 Kuznetsov 迹 公 式 可 通过 对 核 函 数 求 双 重 Fourier 
级 数 展开 而 得 到 ( 见 参 考 文献 [50]). 其 后 Cogdell 4 Piatetski- 
Shapiro "又 对 这 条 新 的 证 明 思路 进行 了 更 详细 的 论证 . 本 章 将 给 
出 Kuznetsov 迹 公式 的 一 个 新 的 形式 ( 见 参考 文献 [58]) ,并 为 下 
一 章 相 对 迹 公 式 作 部 分 准备 工作 . 


$1 整体 积分 


设 为 一 代数 数 域 ,4s 二 TF 为 F 的 阿 代 尔 环 , 4X 一 
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i 


T [FX 为 供 代 尔 群 . 对 于 非 Archimedes v, ìt R, 为 Fe 的 整数 环 ， 


v 


P. AR, 中 的 最 大 素 理 想 ,中 ,为 P, 的 一 个 生成 元 ,P, 一 四 ,R. 又 
记 RSR — P. H R。 中 可 逆 元 素 的 集合 . 取 7= | [7 H A 上 的 


一 个 实 特征 ,其 在 尺 * 上 人 恒 等 于 1. 设 了 一 | 六 为 任意 一 个 在 


GL(2,Ar) 一 C(C4r) 上 的 无 穿 次 可 微 紧 支 集 函数 ,其 满足 限制 溢 积 
的 条 件 : 对 几乎 所 有 的 wv 来 说 ff, 为 KK(E,) 的 特征 函数 . 我们 定义 
1 A RX 


Kippe | FR Yeg)q2)d* z. 


ZOPY\ZAp) YEG) 

xX BR GAYA Fo ZAP AFAR AE Ap ,而 dz 为 Z(4F) 
E EREA, 上 的 一 个 积 性 测度 . 对 于 任意 给 定 的 有 与 g, 上 式 定 
义 的 积分 绝对 收敛 ,其 中 的 和 只 有 有 限 个 非 零 项 . 取 g= | [为 


Ar 上 的 一 个 非 平 凡 特 征 , 其 在 已 上 恒 等 于 1. 对 于 任意 非 
Archimedes 局 部 域 F,, 称 使 y 在 中"R。 上 平凡 的 最 小 整数 为 y。 
的 阶 . 则 对 于 几乎 所 有 的 来 说 ,gh 的 阶 为 零 . 

Kuznetsov 迹 公 式 是 由 下 面 的 积分 给 出 的 : 


[Ed i H { 4 | zazyydtzydrdy， 


其 中 apE F”. ROAR. RYE KoA. g) RAO Fourier 系 
数 . 由 于 F\Ar (BBR IX PD TR. 根据 GLC) ERY Bruhat 
分 解 ， 


GE) = POP) U PO] |N), 


0 1 
1 0 
其 中 PCP) 一 | “J ovary {(? ”| 直上 趟 等 于 


| ES Be emer Doe | : i . Ye 7) | 


— ee ih Es parallel Mt at ~ Br 


x Haz byM2)d*zdrdy 


= DAS lal THE AI 7H) 


AEF 
x A ae 
| 4 i] d | 


T > asf fatel, | ac ae 


Aer™ 'O 1 
X glar (y)9(2)d*zdzx. 


l 


二 式 右边 第 二 个 式 子 等 于 
24 ja off, flee "| | 


aer™ 
X fax + (6 ~ aAd)y)9(2ddard*z 
by | 
一 vol F\Ar) | ， leat l se” j a | 7(z=)w(ar)dxzdxz， 
TE l: a p ”|ja 0 
i A) 
saa 
=. A; pla > 0 | | at "|| 
X Pzp lar + bydd” zdcdy 
t Af egi 
Ee vo KEM |, Mie | fle -| k a engard ir, 
F "4 


由 于 函数 了 上 有 紧 支 集 , 以 上 这 些 积分 均 绝 对 收敛 . 

PA PARTE F=Q.a=—m 为 -个 非 零 整数 ,及 b= 1. 对 于 特 
“Ef. HK IR dela =e™ FF HBF yg,(p 过 2) 的 阶 均 为 零 . 又 
取 局 部 测度 : drr A R EAA Lebesgue 测度 ,dic, (v <i 00) RB 
vol CR.) = 1. 取 整 体 测度 dz 一 dzz] Jdr», W vol (Q\A) = 1, 并 且 


falas 


: alk p A TR Pa I (A)} 


AE OY 


NTS rp ee a 


ee o 


0 
其 中 Q 为 非 零 有 理 数 的 集合 ， 
If A) = | [I (4+, 
pre 
而 对 于 px, 


nei A 


X Ralzdpply 一 majd*zdady. 


§2 AŽ ve 


固定 一 个 正 整 数 x. WME 1 n= pile ph BLP pi ,pp 
Aa AS FF] A RB by ,… 5b, 0. 我 们 要 根据 这 给 定 的 mx 与 a 选取 局 
部 函数 Sr f pao). 首先 如 果 p: poep RAR fp MF: 
其 支 集 包 含 于 天 (@) 之 中 ,对 于 主 同 余子 群 K= {kE KQ) [k= 


Imod TRETE, HX F NR = {{ *| |zER EHAK 
变 . 因此 根据 Bruhat 分 解 /可 由 其 在 | À 


E Ry /(l 十 中 ,Rp)) 上 的 值 所 惟一 确定 . 我 们 进一步 设 


t 


a 0 | 0 a 
/ol | = A | = ğa). 
as 0 


0 a 
我 们 要 指出 ,上 面 这 最 后 一 个 条 件 是 可 行 的 . LE, OR 
A4*/Q” 上 的 实 特征 7 非 平 凡 ,根据 类 域 论 ,存在 一 个 一 次 代数 数 域 
一 Q(M r) AEG 9 E Neol ADO” FSF 1. 可 设 rz 为 一 非 零 
Fae Fr A BE ee 1, HY a= ta} | 可 由 下 式 给 出 : 对 于 rE 
R”, 


iQ a 


1il 


一 = eman e eee ee ee a aa 


A bp ee ae, 。 ， 


sgnCzy， 如 果 r < 二 0， 
1; meRr> 0. 
对 于 poco ne Z,.r>0,lzr,p)=—1, 


HR) = 


1, mR p> zpi 2] = 1, 
BY p = 2,7 = 1(mod 8); 

(ays 如 果 p> 2,p Ir, | Sa 
EK p = 2,r == 5(mod 8); 

Sd 

(=), mR p = 2,r = 7(moad 8); 

c | =], mÆ p= 2.2 = 3¢mod 8); 

R p*r) = 
[| ; WM p = 2,r = 2(mod 16); 


(— p{ 2}, 如 果 p = 2,7 = 10¢mod 16); 


(=), 如 果 p = 2,r = 14 (mod 16); 


《一 (=), MÆ p = 2,7 = 6(mod 16); 


x 


(=)=) ， MR p >22, plr, = pr. 


由 此 可 见 对 于 p<, FE1+ TER, 上 恒 为 1. 另外 ,对 于 几乎 所 

有 的 po ÆR LEFT 1, 故 对 几乎 所 有 的 pefe 为 KK(0,) 的 特 

iE PRE. 

我 们 转 而 设 p=-p RS, MF: 其 支 集 包含 于 K (0Q,) 
0 


x 
5 
¢ | wy 


weep za ate K EPRE, HX F N CR) 左右 不 
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re EE A A En o 


mr 


了 
0 a, TI 
0 


Rl 0 
i f, set | ,| 与 | lasa E R/C + 
0 a» T i 


?Rs)) 上 的 值 所 惟一 确定 . 我 们 进而 设 


ay 0 0 a, wh 
f EI S Fo 6 = pla). 


0 /as a) 


对 函数 ff 的 选取 通过 Bruhat 分 解 G(R)= 二 PCR)UP (CR) 


ay 2 


0 
x| T N RD 3 首先 设 fr 在 POR) LHS. 在 PCR) 


'0 
x| | VCR) Bk 
1 0 


fal | | ° z | J »| | = AOAC Salf Ca). 
l z 0 0o 1 
z,y E&E R, az € R*, 
EP A 5 f 为 RR 上 的 无 穷 次 可 微 有 紧 支 集 的 函数 ,而 fs 与 下 
为 R* 上 无 穷 次 可 微 有 紧 支 集 的 薄 数 . 由 于 fs 的 支 集 与 PCR) 的 某 
一 邻 域 不 相交 ,如 此 定义 的 钼 数 fae 为 G(R) 上 的 无 穷 次 可 微 有 紧 
SRM PAR. 我们 进而 设 


JA (me mdr = 1, f edy = 1， 


dz 


|z |r 
7A) E dn H dk FE KI Ja BB fa fy pmo) RAR f= 
fal ] 户 , 我 们 可 对 (1) 式 进行 进一步 的 计算 . 首先 fs 在 PCLR) 上 为 
plo 
零 推出 


—l/m 011 =x 
[Sue J rereana 
AJ Z(A) Q 1 0 1 


falz) = 1. 
R 
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Sa a arm mme TY A eia EE ET RT Te o - e a he a ee ee At M o ar a A r 


33 局 部 积分 


以 下 我 们 对 27, CAA Ty CA) (Ca<<co) 逐 :进行 计算 .由 于 f， 
对 于 Ks 左 不 变 , 其 可 以 写 为 卷 积 形式 
ff, (g= vol({K;) for f,Ce) 


= vol KY] Fogh YF, Godh, 
这 里 fo AK, 的 特征 函数 . 因此 


I; (A) =vo( K) Í j | J 
BI Op ZICA 


A A 


fal =|? | ae áj 
0 
x pane Cy 一 ma dhd*zdidy, 


; fa, Of 1 i 
用 Bruhat 分 解 可 设 =| A “ Ht sREKCQ,), ayraz€ 
2 


QO; /RY nE Q, II 


Ty (A) ate g > ee i 


Aly EMS 
ce She 


0 1 /as 
1 Q 
or | 


2 


at 
> | [ng — mx) 


x 


{F7E SH u—y—n 并 设 a= wi ` a,= 23 A REZ RNG 
到 


14 


+ | dnd*zdxdy. 
ps 


© am ap A na n mm 


7 | e | | 
(A}= Wy |È “2 
ee sg aya} |? 
1 Z110 人 u | 
Sohabat ale 0 1] 


—A 

a.) 
f 0 k) 
a wa -h 


Xai), Cu — mr)d*zdxdu, 


X 


其 中 


F, (g) 一 Jafelel ¢ "| |ø, cada. 


再 作 变 量 替 换 》 一 xz w, Al 
wA 0 | 
ae ae 


x fnd 4 —mx)d*edrdy, 
上 式 中 的 积分 对 rz,yEQ,zees 取 , 并 满足 
1 «i{o alla" o ti 
<, ale | 0 re le e MG i 
: 
BER A ER, p poe BOS, RLRE R E 


ac a 
KK(Qp) 中 ,而 当 p= p HS, REE K@ 。 a| NERD) 
P' 


之 中 . 以 下 我 们 可 设 p=p. Koo 而 对 上 而 这 两 种 情况 一 并 进行 
计算 .因此 


Fr (4) 一 >, Wy, 


EK KQ?) 
a, -AEZ 


|€ Kat 


wh Q 
Ys, : a, +4, 站 0 仅 当 A, =0,A,=h.,p=—p.. 
0 ww 


lis 


rm TN rr ， ~ 


并 且 
A= >, slala a | 


kE KDK, 


由 于 fp NCR PFARARE, ER PH & RR kE KINCR,)\ 
K(Q,)/NCR,p) 这 里 我 们 用 到 了 20. 因此 上 式 中 积分 导 下 的 最 
后 一 条 件 可 改写 为 
(7 Aw,’ + zy 
x 
] y 
并 且 z€ R, z’ AW, € RX sord (A) Sb: 0rd, (A) =b: (mod 2), 
E tO Tod A) pX 
f PP" 


如 果 ord, (A) =b, Mee RF, x,yE€ Re XÍ rey 积分 后 得 


1 


€ KN(R IRN CR,) 3 


4 | 

Is (A) 一 k 而 
REKIN CR NKCQ, / NCR, 3 0 Wt} 
x | 7alz)d*z. 


x 
z€ R, 


0 am,“ ' 
z ; k EK, N(R ANCR) 


0 a 
于 是 我 们 可 取 =| 2 > arra E RZ / A+ TR). Ai 
L * 
= 0 cei 
Ty (A= pP A p | eld” z. 
C1 


x 3 
4a, E RE JOHET Rp? rea 0 + mR, 


-5 a 
2Aq Eal HD Rp 


0 


aT 
因为 此 时 /| 0 = 7p Car), M Ral) = Rela), 我 们 可 对 > 


ay 
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1y are arimarena en a Ae ot 


oaan ae a a a a aar ep Em Tv pr eee 


求 积 分 然后 再 对 ai RA. 计算 结果 为 
Is (A) =1, 如 上 朵 ord, (A) = b; 
如 果 ordi (A) <b; H ord (A) =b, (mod 2), 我 们 得 到 zE 


他 一 ord {A))/2 yy x Cord, (A) 69/2 py x —b 
D, AAR ee R; y= -AD /rt+y K yE 


R,. 对 | 积分 + Nil 


, 4 


oo 


P b 
hE K NCR, NK CQ /NCR,) 0 Ww, 
aA 5 
x VAESES p + mmz |dzrd*z. 
re ip arene 
zE m iTO ANA gX 
x D 
x EK N(R ANCR Y 
0 As, al : P r 


根据 上 式 积分 最 后 一 个 条 件 我 们 可 取 h 一 | 
I; (4) = = fil? 0 | 


四 
x 3 0 a, W] 
ajaz ER, f+ aR) 


, 故 


= fA 
x | yz) A| Ea + mz|drd*z. 
xe os, ReneS 
zE Ms Op AD gA 
mEn +a R, 
—AD, '/zEa tT R 


我 们 注意 到 A i 


a 
È, 
Q a } ! 


p? 


= helar) Woz) = p(x) 9%, Ca). 对 zE 


全 (1 十 四 3Rs) 积 分 并 对 a 求 和 后 ,有 


-iÀ 
Is, CA) = | en Np LE) Pel a TH mx) dx， 
其 中 ordi (A) <4, ,ord,(A)=6;(mod 2). 
我 们 注意 到 Ty (4) 非 零 仅 当 ord, (A)<b, ord, (A)=6; (mod 
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a rr Ye 


I O A ett t 


2). MET RA >) 1(A4) 时 可 设 4 一 士 njc: .其 中 < BORNA E 


AEQ“ 
整数 . 对 z 作 变 量 替换 后 我 们 得 到 


=p) p97, (0) | ERES 
R, 如 果 ord, (c) >0 


1, HÆ ord,(e)=0 
BP pie. 
这 里 积 性 测度 da= [|p So. 


最 后 我 们 计算 7m (4): 
1, (A= | A eda] f(y e "dy 


= 


x RZE ee 
= flA). 
利用 以 上 这 些 计算 结果 , 8 1 核 函数 的 整体 积分 等 于 


DTA) -7 | Ta = PpO, Ce) 
之 Pile 


acg” 
x fer 2 = are 
十 pal = a [Ta == pp np, Ce) 
“之 Plc 


— f max —n/x\,y 
x [ro Bp Ee) a*a, 


$4 Kloosterman 和 与 迹 公 式 


经 更 Kloosterman 和 的 定 交 是 
Kimynic) = > E2m(om Han) ， 
laaie 
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其 中 m Aj n HEFER. 为 正 整数 ,而 a a= mod c). 利用 广义 
Kronecker 符号 | 对 |( 见 参考 文献 L53]，[54] 与 [55]) RIXT 
定义 带 积 性 特征 的 Kloosterman 和 各 

KiGa nic) = >, ez] £ | ezmcumt ny ; 


bese 


Ta) 一 ] 
其 中 «是 一 个 奇数 ,二 x/2, 且 8, 一 1, 如 果 4a 三 1 (mod 4);ea=i, 4 
X a=3 (mod 4). 我 们 知道 这 个 天 (ynic) 可 化 为 Salié 各， 


Sm ny}d) = > | S| esritomtan/s, 
lar gq: 
=e 


其 中 9 为 奇数 . 
以 上 这 些 指 数 和 建议 我 们 研究 下 面 的 广义 Kloosterman 利 
Km.n3¢39) = a | REZO Jenson, 
其 中 ?一 加 [7 A A2 EKAR UR ? 不 是 平凡 特 
$ 
征 ARIE 8 2 我 们 对 7 的 计算 ， 


[过 | = i; ont 2ic.c = 3¢mod 4), 


al (C,T) 


BEZOS = am 
pii Cree 其 他 情况 ， 


这 里 | 25) 是 Kronecker 符号 . 当 c 为 奇数 时 ,对 于 适当 的 r 
说 ,天 (masc3i7) 就 是 Salié 和 .5(m onze). 


利用 A/Q 上 的 特征 g= pr] Jo RITAS 


Kim .n3¢39) 一 pF Tino p| =) 


lsiasic ple € 
Ca.ci=1 


sii DS pop BEE), 


Pe ERSU EDO R,) 
将 右边 的 和 式 写 成 积分 形式 ,我 们 就 得 到 
i119 


rm a ne a -， eRe Ie ww - A ed at ms ee EN SOE ofa + 


= gix tniz) ax 
Kn .n30379) = KOL Tfr A| s ja T, 
其 中 g) E Euler 函数 .因此 ,上 节 我 们 的 计算 结果 可 表示 为 
jes 
DA 


1 1 i 
o allo 2)) cms + pardy 
= SALZ) Kon mies BEAZ 
121 ple 


H Q 


+ DN = | Kim, — n;e) | ]9,Ce). 
cl ple 
EZ Ss = EPRA ARAE oP RK: 
K Chg) = Ki, (hg) + Kou (hyg) + Kithog). 


由 于 O\A 紧 致 ,我 们 可 对 上 式 逐 项 积分 . 其 中 最 简单 的 一 项 是 


a sodet 


= (vol (Z(AIGQ)\G(A))* S)[ | ER 
Pas OAS GA 


Í fle) X(deteddg 
ZLADSGIA) 


= 0. 
因此 我 们 就 得 到 如 下 结果 : 
定理 (广义 Kloosterman 和 的 Kuznetsov WAR BALA 
R”* 上 上 无穷 次 可 微 有 紧 支 集 的 洱 数 . 对 任意 正 整数 = 及 非 零 整数 
MEX fisforSsrfar fo poco f MA. & 9 一 2 |» 为 AX / 


Ox 上 的 一 个 实 特征 ,而 $e] 为 4/ 上 一 非 平凡 特征 ,满足 
prL) =e'™ Rk H HEE Pop 的 阶 为 零 , 则 
YA z) K(m,nse39) | [700 

ple 


c=] 
F HA a =| Kom, 一 25ci3) | [P 
cl ple 
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= | | p : 了 4 jscmx 十 y)dzdy 


Pi |e: Ralls Slate 7i | yma + yydzdy, 


我 们 指出 ,如 果 ?7 为 平凡 特征 , 则 以 上 的 等 式 即 为 通常 的 
Kuznetsov 迹 公 式 ( 见 参考 文献 [50],[51]); 


Df | K Gn sn c) + a= Z) Kom, — n;e) 


Jel, Se | 
tl osell, do 


通常 六 被 称 为 测试 函数 . 例如 我 们 可 设 无 穷 次 可 微 函 数 ff 
在 负 实 数 上 永远 为 零 ,并 对 于 给 定 的 实数 和 >1 取 


Fala) =N z, MRLN, 


pmz + ydxdy 


f,(2)=0, 其 他 ， 
WU Xt pg AX, Kuznetsov 迹 公 式 左 边 变 成 
eae = K (mm ssc) 


1X € 


用 § 2 方法 选取 Fistesfsrtasf, BMF UA 


ri = J HE 
C s enaut o TE 0 


X ymz 十 y)dzdy 


Pelee) Jl Yemen 
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Kp < 


Ro 和 


1 二 5 安居 


rE es one mr see Sr tt Ee des eee tt a 


此 式 左 边 即 为 Kloosterman 和 之 加 权 平 均 , 对 此 有 以 下 猜想 ( 见 参 
考 文 献 [36],{[57]): 
K(lm,nyc) 


€ 


= Qx") 


E 
对 任意 e>0 R. 目前 最 好 的 结果 是 Kuznetsov 用 其 迹 公 式 得 到 
的 OCrys(logz)23)( 见 参考 文献 {f7]). Goldfeld 与 Sarnak"® Fi] H 
Kloosterman zeta 函数 亦 证 明了 这 个 二 结果 ,但 他 们 结果 中 的 对 
FY FE RO E. 


$5 谱 分 解 部 分 


Kuznetsov 的 估计 是 对 其 迹 公 式 的 谱 分 解 部 分 进行 的 估计 . 
他 的 迹 公 式 的 谱 分 解 部 分 的 具体 估计 见 下 一 节 . 在 本 节 中 我 们 要 
计算 上 面 证 明了 的 Kuznetsov 迹 公 式 的 新 的 谱 分 解 展开 式 , 以 为 
下 一 章 作 准备 . 

按照 第 三 章 的 计算 结果 ,我 们 可 取 一 有 限 集合 5, 包含 8 的 实 
赋值 R 及 素数 赋值 pp. 如 果 特 征 7 为 非 平 凡 特征 ,由 我 们 
更 要 求 集合 S 包含 所 有 p HEZRON cP, 换 句 话 
说 ,对 非 平凡 的 y= yr [ [7 S 包含 所 有 使 tp 在 R* 上 非 平凡 的 


p. 积分 算 子 op (NER AER Si (GCQ)NG (4),7) 上 可 分 解 为 

不 可 约 子 表示 o 的 直 和 . 对 于 每 一 个 不 可 约 子 表示 o 其 在 G(4) 的 

子 群 K= | ]KX(Q,， 上 可 能 不 再 是 不 可 约 . 将 o 分 解 为 KS 的 不 可 
res 


约 子 表示 的 直 和 , 我 们 需要 考虑 那样 的 c, 其 在 天 * MARU ATR 

RPA KS 的 单位 表示 , 即 对 于 这 样 的 co 其 表示 空间 中 存在 

一 个 在 KK* 通过 o 作用 的 一 个 不 可 约 子 空间 Us (0) ,使 得 对 任意 大 

EK ,alk) 均 为 Usla) 上 的 -一 个 单位 ( 即 恒 等 线性 变换 . 对 如 此 的 

o, 这 样 的 不 可 约 子 空间 不 一 定 惟一 , 记 Vs(o) 为 o 的 表示 空间 中 
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re ree er es ee - - - - ee ee mr aa 


所 有 在 KS 作用 下 不 变 的 向 量 组 成 的 子 空间 . 设 os 为 GOS) = 
Tl CW) fi Vso) LMR AR, LH. bc Vso WA 


PES. pnn 


淮 正 交 基 , 则 
Kip (hg) = Sy Dos fs PCA) Plg), 
o «et 
其 中 六 =T| Fe Figd=| Fag zd e. 这 里 用 到 了 这 样 


一 个 事实 , 即 对 于 peS.y, 在 RY 上 平凡 日 f WK OOM ER 
数 , 故 8(f 了 5) 二 1. 根据 这 个 式 子 ， 


| 
ey 0 tT: 


Ey 1 
cs SIDI e Tven], jymzdz 


es eel 


1 yh 
i | | wmz + Wdzdy 


x ie 到 | ?| OVdy. 
根据 第 三 章 36 ans 我 们 知道 
天 7 (请 ,用 )》 = Te p>> p> D J p 


mEZ w=’ 
(nit, uv) Tap) bebe "ne “dade 
x EAs tesits er) Ele pasit, Hv) dz, 


cosA sing, 


其 中 我 们 回忆 
| cosy, sing 


Inn fer = fal | — sing, cosy — sing, cose | [Tye : 


{各 Joel 为 H Cu, v) A — ER HE LE 36 E, H Cv) = H O, yry), 
His, pov) Nie RE 


a 


了 二 12 


P(g). 


a x 
0 è 
A ae 


js |= nawo | |" b 


re lS OE ES ES aAA 人 ~ * oao GT NE 2 UN ee GDI HN EE 


及 
f (6G) E 
KCA) 


的 GCC4) 上 的 函数 所 组 成 的 Hilbert 2 [E] 76s...) A GCA TE Z |B] 
吾 (s;py;y)y 上 的 右 正 则 表示 ,而 对 于 Epo 中 的 一 个 截面 $ 有 


Elg É,S, fY) = Ep $(% 2,5), Re s > 17/2, 
FE PIBNGE) 


H Elgg s uo R EHRE FH. 
根据 参考 文献 [42], 存 在 C7”(G (C4)) 上 的 一 个 连续 拟 范 数 
ll + los —T GCA) EBT AER | + ,及 一 个 常数 工 , 使 得 对 于 和 任意 无 
穷 次 可 微 紧 支 集 函数 f( 其 不 一 定 KC(4) 有 限 ) 成 立 
|K ADI S floes te I Als 
这 个 上 界 证 明了 积分 


[ode (o 下 3] Joon + oa 
绝对 收敛 ,同时 也 给 出 了 这 个 积分 的 一 个 估计 OC || Fl。 FLO 
中 的 常数 不 依 积 于 函数 上 与 参数 m 的 选取 . 


§6 在 Kloosterman 和 上 的 应 用 


在 本 节 中 我 们 首先 介绍 Kuznetsov 所 得 到 的 迹 公 式 谱 分 解 
的 形式 . 读者 可 参阅 参考 文献 [90]. 
定理 1(Kuznetsov) L0, +e) ELM RR er) HAZME 
续 导 数 ,并 满足 
QO) = g0) = 0, 
及 


> | 二 
大 二 0 da: 


其 中 B>2. 又 设 gulr) H oH Bessel 变换 
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= Q(z’), zx 二 co， 


-= aen u a e a aia > 


jou 
Mur) = Wx) 一 zf Ay dy | EJES EdE. 
J it 
而 7) ECX oh -A—T Bessel BM, 


it 
2sinhar 


+s 
eG [raed — Fn (22) az 
a x 
则 


> ZK (nym; yabo aam | 
C ! 


Cu) udu 


Cr) 


l “(2 ir È 


can) e On) c (m), 
+> coshay; oha CEE 


其 中 ca) Maass 尖 点 形式 f,(z) 的 Fourier 系数 ,4 HS, 在 非 


欧 Laplace 算 子 作用 下 的 特征 值 A =A Hima S, 又 是 
所 有 Hecke 算 子 的 特征 函数 ,特征 值 即 为 co 人 nx): TO f, = 
c(tn) 记 ;又 有 c,(1) 二 1]. (UBA § 15) 

利用 迹 公 式 的 这 个 形式 ,Kuznetsov 估计 了 


Dam lT) = Ep oe gerne ok 


lc 


第 一 步 是 要 选取 一 个 薄 数 gp 使 得 


Sr. P) = > LK inmsorg 


c=] 


与 Sam TOKE. 为 此 我 们 取 a 二 4x vnm ,并 设 gpg 无 穷 次 可 微 
HWE: 


p(z) 一 1 ， MRA S2<a; 
plr)=0, 如 果 22a; 


az rm | 
C 
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ES TE SME Ne ee , ' rr 


pKr) = 0, WE 2ST. TE ,其 中 T&T 2S TE RE 5 


OSPS, 如 果 axa<2a 或 a T 


Rik w(z) 在 [a,2a] 与 | 元 2 T [AH 
ywi) <i. mR gÉ 
iginl<t, 如 果 a<<z<2c. 

困 此 对 固定 的 nom 与 To 六 TI 成 立 

Bam) 一 SamDIIS D 一 | 天 Cavmasc)| 


Tecl+ Ty 


] ` 
<< Olc), 
xT es, T i 


这 里 我 们 利用 了 参考 文献 [814 中 
|K iínsm;o | S Je | min Sin 


1c) oy! TES > 
a 
Vomcves| eres) ) 
对 于 固定 的 nn 与 区, 于 是 有 | 下 (rmr;c) |E lelle). 再 根据 对 除 
~ LologT 
数 图 数 的 和 的 经 典 估 计 ,|83.。(9 一 Sr) |S y 
下 面 我 们 考虑 Baal Q Ban pu) LZ BÉ BN ATT 
z{ py)dy| EnD v8 dé 
的 大 小 . 首先 对 所 有 E20, MT | Joc &) |. 其 次 因为 | JoCy ody 
收敛 .有 
由 wy)yaCyeydy| < < max 


故 上 面积 分 顺序 可 交换 且 
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[hoad < = 


rR ae heel a a a a 


| z| gdy EJB, (v8) dé | 
四 L] 


= [æf Saé| gody | < z{ dé ZT. 


因此 
Jlr) — Gy(x)| Kr, 
BOF HES n5 m WROL 


Bam D= Bun Pr) + Of D) BK nmc)| 
c=] 


= Brim (GH) + OC). 
上 面 对 pC y)J oC y€) FSP AD TR OPS 


|- al Joudpude| < O01), 
X jo 


这 里 Daa n= m 时 为 1 , 当 nm 时 为 0. 为 了 估计 剩 下 的 两 项 ， 
我 们 要 用 到 Bessel 函数 的 一 个 其 近 公 式 ( 见 参考 文献 [2] 中 
§ 7.13.2 公式 (17)) 


1 
nV 
a az 
x [1+ as tage 
其 中 ay 与 az WM RBM rt BNINA RM BE 2 一 至 
成 立 . 利用 这 个 斯 近 公式 ,我 们 得 到 > 时 ， 


Fi 2 
2 2 工 E> 
r+ | rian e+] 


zef 
Jlr) = (2? 十 r?) e? 4 


a) 


| Sor (TIPp(r) < e-f 
EX 
IKOLE r |r| 1, 
又 有 


BOKE, rian 
Q 


WR |r | <1, WF Bessel PORCH FER BURA CAT 
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ne -一 = 一 一 一 or Ee AL ot - rr rl 


[nr K |r|. 
由 此 积分 


LA] -一 dr 
-æ [EG + 2ir) |? 


有 限 , 县 对 任意 M21, A er) |<<ir |" 


c Cna) c, On) (m). 
Ži coshzy, Py) |< VM. 
TARKOK Ir | TA 
D [eal gy, pl« Pe, 
iu coshzy, T VM 


将 上 述 估 计 加 在 一 起 ， wa 与 m 我 们 得 到 


—K(n,m;c) FzloeT + VM + - 
eae PII t log 


取 M=T/T,.8R To= (T/logT Y” , W414 
定理 2(Kuznetsov[7]) ”对 于 固定 的 n,m 祷 1, 当 了 TT 一 十 0o 时 有 


yl“ (log7’) 173 


< Tit 


> ALR Gee) K 


1eT 
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第 五 章 ”相对 迹 公 式 ( 几 何 部 分 》 


从 Selberg AR GLCD PE EHA RRE] Kuznetsov 迹 公 
式 , 可 以 看 出 对 积分 算 子 的 核 函 数 进行 不 同方 式 的 积分 可 以 导出 
许多 深刻 的 数论 与 群 表 示 论 的 结果 . AMAR WE RIE 
十 几 年 来 已 成 为 数论 与 群 表 示 论 中 的 一 个 有 效 的 方法 . 其 基本 思 
想 是 在 两 个 不 同 的 群 上 对 积分 算 子 的 核 图 数 进行 不 同方 式 的 积 
分 ,通过 选取 适当 的 函数 使 这 两 个 积分 相等 ,由 此 得 出 两 个 群 上 群 
表示 谱 分 解 的 一 个 等 式 , 从 中 推导 出 不 同 群 的 群 表 示 之 辣 的 函 子 
关系 并 对 其 进行 描述 ， 

男 一 方面 ,相对 迹 公式 的 方法 应 用 起 来 有 许多 难点 . 这 也 就 是 
为 何 时 至 今日 完全 证 明了 的 相对 迹 公 式 为 数 很 少 , 且 均 为 低 秩 的 
情况 .许多 其 他 的 相对 迹 公 式 仍 处 于 证 明 的 初始 阶 始 ,有 许多 工作 
有 待 完成 . 本 章 仍 循 前 几 章 的 惯例 ,以 一 个 相对 简单 的 情况 为 例 ， 
介绍 要 对 迹 公 式 理论 中 的 主要 步骤 、 结 论 与 证 明 . 在 此 之 后 再 简单 
介绍 若干 已 完全 证 明了 网 相对 迹 公 式 . 

读者 将 会 看 到 ,由 根 对 迹 公 式 有 时 可 以 推出 群 表 示 的 通 子 性 
与 某 种 -级 数 解 析 性 质 之 间 的 关系 .同时 相对 和 迹 公式 的 证 明 过 程 
中 又 往往 会 得 到 指数 和 之 韶 的 恒等式 . 更 进一步 ,一 类 相对 迹 公式 
等 式 的 一 边 就 是 Kuznetsov 迹 公 式 . 这 些 都 体现 了 相对 迹 公 式 与 
解析 数论 之 癌 的 可 能 的 联系 . 


$1 二 次 扩 域 上 GL(C2) 群 的 相对 迹 公 式 @ 
设 ?=TT7. 为 A¥/F* 上 的 一 个 非 平凡 实 特征 , 则 类 域 论 指 出 


D 本 节 内 容 请 见 参 考 文献 [591,5601 及 [L611. 
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如 下 结论 : 存在 下 的 一 个 二 次 扩 域 ESPON r) rE F* ,使 得 7 
fENzr (Ap F* ELERT 1. R Y= | TV 为 4r/F 上 一 非 平凡 加 性 


特征 ,f= 和 i 为 G(4r)=GL(2,Ar) 上 一 无 穷 次 可 微 且 具有 紧 
支 集 的 函数 . 设 Go= ig EGF.) | 7 (detg) =1} & Go= | [Co R 


们 以 下 发 求 f 的 支 集 包含 在 Ce ZH DRT RRR SH 
集 均 在 Go 之 中 .按照 第 四 章 定 义 
K/h,g) = | S fhg dz, 


ZUF}\Z{ Ap? &EGU) 


则 此 时 的 Kuznetsov BAA A 
| $ a e 4 jzzyycpdzdy 
= a p 了 jzczowconanay 
+ fing Ke s T ?| |Zo dzd. 


另 一 方面 我 们 考 虚 GCE) 中 可 逆 Hermit 矩阵 s =' si ARARA 
E S. b=] [OHS AP) LATA KY HR ERB, 


局 部 函数 D, 对 几乎 所 有 的 "来 说 都 是 天 人 .站 SG) 的 特征 天 
数 . FE MK PH RL 


K°(g) = | > D(z'gIE)d 


ZORVZtAp)> 7ESTF) 


并 考虑 积分 


1 
| Ko| z) ge tr(z)dz. 
Baers Ve i 


因为 函数 有 紧 支 集 ,对 于 固定 的 ¢ BAR KOE LACH 
Aye ke. ABCA PR. ME T EMA: 紧 致 ,对 ro| i 的 积分 亦 绝 对 


We. 
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RGR SCF) PH Hermit eee 对 GL (2,E) 
中 的 Hermit 矩阵 s, 它 或 与 | ” ,| 合同 sta?) aR 


- oja Q) a a 
a AHA AS TAL es =| i |e ansa 满足 ai 之 工 十 asy 了 一 0 


HAR r= y= 0 的 条 件 ( 见 参考 文献 [62]). 可 以 证 明 , 当 
PoLOrES FOF. 对 上 所 及 OA Archimedes 赋值 > 都 成 立时 , 即 当 
F 的 所 有 Archimedes WIERE E 中 分 裂 时 ,3() 中 只 有 -个 合 


se A nae ota 
同类 | ， |- 在 般 情 况 下 ， 
K*(z) = SUK. (Zz). 
其 中 8 Riis SCO PARA AREZ. 而 
Kg) = | “See OT a Por ee 
2 PINZCAy > Ke HAP) GE) 


这 里 H.C” Hermit 矩阵 = 所 对 应 的 丁 群 ， 
H.CF)=({( gE GE) | geg =e}. 
因此 
f K x? “lo: e tríxr)dr = Dale x, p H geo tr(xr)dzx. 
我 们 以 下 考虑 如 此 的 函数 钙 , 其 在 ss 的 合同 类 上 由 某 一 CC4z) 
上 的 光滑 具有 紧 支 集 的 函数 SL 通过 


| Blz'gegydz =|, ficng)ydh 
EAS J H Ag! 


ooh AA ACP) = (ge © GCE) |'geg=Ae AEZ) 为 所 对 应 的 
lel BE. OT LEH, 24 FRH Archimedes 赋值 都 在 中 人 分裂 
Bt, Pra ae © MP Aa I PIE KN. 因此 


Klg)= >) i Dlz (hg ekg de 


RE Z(FH (EPG) 


= TS | , fi thkg dh. 
WCE He Ag) 


AE ZUMA (PCE 
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对 于 GL(2) KÑ ZU) H.F) = HLF). AT Hi (4r) 为 一 乏 模 
群 ,我 们 可 将 变量 上 有 换 成 hh-!1, 故 


K. T | J f Š =] . 
ý 2i PEN (h kg dh 


对 每 一 个 函数 LEM 


Fe = | f(zh-'ég)dz, 
ZEEVWZCA,} fE GEE) 
K*(g)= | , K%elhigddh, 
则 ‘g? Ži ZiAp H, (PNH, (Ap) ii 


同时 


1 =x 
| K| \y wd 
ENAy 0 1 


rj 1 zij 
~ e pe a | me | 0 1 | | # ° tr(addhde. 
我 们 的 相对 迹 公 式 就 是 指 对 于 如 上 给 定 的 一 个 匣 数 了 可 找 
到 满足 某 些 条 件 的 水 数 或 产 使 得 


falai y 1 k 4 JZ)g dzd 
等 二 j x|! 


x 
n "ly e tríx)dzr 
战 者 


rj il į} 
` f f l 
> ENIN ER. | &> | 0 1 | | ~-tr(rjdadg; 


反之 给 定 一 个 四 或 一 组 /可 选取 满足 菜 些 条 件 的 函数 EE 
式 亦 成 立 . 这 里 提 到 的 某 些 条 件 我 们 后 面 几 节 再 详 述 . 又 对 GEL(C2) 
来 说 我 们 可 以 只 考虑 e= A ,一 种 情况 . 在 一 般 的 GL(n) 上 的 
相对 迹 公 式 中 对 不 同 的 。e 求 和 是 必要 的 . 以 下 我 们 永远 取 。= 


(? 并 记 户 二 下 ,同时 假定 函数 $ 的 支 集 包 含 在 e=[° ‘| 的 
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合同 类 之 中 . 
我 们 指出 在 映射 
are (YF ojpi VF 
0 6 G: J 
之 下 ALG RMF ZUG). 因此 ZA) A OP NA’ (Ap 


写成 ZCAF)GCFING (Ar). 这样 相对 迹 公 式 可 改写 为 
f 
| 


EEA E 


其 中 ORTA — an .这 种 形式 的 相对 迹 公 式 见 参考 文 
献 [601. 


为 了 得 到 相对 迹 公 式 的 谱 分 解 部 分 ,我 们 对 核 浮 数 
he =x elo + aol S 


lo all 


1 ut) 1 ?7 
dra 
j "| E A [Fao as 


1 | 1 w 
KA g. p | $e tr(ddrdg, 


r a 
逐 项 进行 积分 . 首先 


| f K i |] tr(x)dad 
ZApIGCF\GAp>J E\Ap P &> 0 1} $ zTjarag 


= (vol ZAGENG ADS, | Xldetg ydg 
好 -1 


ZAP GENG AR 


x | ye r¢x)dx{ F(x (dety dy 
ENMF Zt )\CCAg? 


= 0. 
我 们 以 后 要 证 明 积 分 
ak ey 
人 zl ọ 1 | ly e tr(x)drdg 
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We Oe, Rt KLE LS BLP I ie. 因此 相对 迹 公 式 的 谱 分 解 部 
分 可 写成 


rie! a | | |z 
i ， dzd 
[se | ie aie c 
Ea ] x 
-j | | | |g strczydzds 
ZIAPIGIFI GIAFIJ EXAp Tuap 0 1! 
ml Tj 1 
| 


sl 1! ly < tr(rjdadg 


= fruma ® 3 oo 3) P#O: 


f 
ZAP GUY Gap) EXAy O 


§2 轨道 积分 
本 节 我 们 计算 积分 
p 1 工 | 二 
jz p “|e WTE 


i 

EE 
a | | >, ® 
EMA, ZCP YW ZCAz) YESCF | 


xX go tr{a)d* 2dr. 

首先 称 yE SCF) 为 -个 相关 元 素 ,如 果 对 于 满足 | “|7| > 7) 
一 的 rz e tr) EET 1 h E BARAT WR Y 
不 星相 关 元 素 , 对 r HAS STS. BELA AA ESCO 
的 相关 元 素 y 上 取 . 我 们 需要 SCF) 的 一 个 不 相交 分 解 ,; 这 个 不 相 
交 分 解 的 一 般 情形 在 参考 文献 [63]，[641, 以 及 [L653 中 被 证 明 . 
GLC2) 的 情形 可 以 直接 证 明 : 

引 理 SCF) 中 每 一 个 相关 元 素 7 均 可 写 为 Y 一 icoam, 其 中 


ccs i 1) a, 0} ot -(° | {a g 
€E 3 t0 = 1 ‘i "=| 。 +BY Ww 1 0 + 0 aa + 


134 


>m e rn + 


aia: E Fe 
根据 这 个 引 理 ,上 面 的 整体 积分 等 于 


j tT a eee 
>> 5 1 2 1 7 
w a S ZPE Ae YES 0 1 LO i 


> 一 (roomm 
X ¢ 2 tr(r)dxd*<, 


其 中 必 与 。 按 引 理 取 . 当 w= 


la 


P) © Fx 
+a 
0 ay ! 


= 
J 


0 
时 ,7 一 ai| 1 | yE F. 故此 时 我 们 得 到 


1 
y 
ore a O\/1 z 
5 | { a| z| 有 |jwczydzdrs 
aep T ZENZA) Ay 0 cn 1 
| 
=Í | oll | yerydraxs, 
ZiAg I Ap 0 1 


0 | 1 0 
w = 
1 0 5 0 1 


a) 


0 


, & = 


其 中 w=] 


0 
| saysa: E FX tt, 
az 


程 wan 一 wa 只 有 平凡 解 n= k | ,故我 们 得 到 
2 focal? e|} | i y | ; i le e trCxr)dad”z. 


aer™ 
因此 
1 z a | 

© 2 = f 
faa K 1 "|y tridi = ul i 0] + J (tw DY 
其 中 

1 1} 
J iw P) = | Í a| zw ü *| | oa)dad*« 
pd Ap ' 

与 


本 


XxX ¢° tr€r)dzrd*z 
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被 称 作 轨道 积分 . 
回忆 第 四 章 $ 1 Kuznetsov 迹 公 式 可 写成 


风情 a 


=w) + > i{ | A 
aEPF™ © 


dade (ydady 


0 1 
其 中 


iw, fi) = I, a oda fil zx p *) yen)drd" 


zija jl yi 
a(s a= hah heli Ee 
X glz) lr + y)d*zedady 
为 Kuznetsov 迹 公式 的 轨道 积分 ,这 里 i) — fang). WEHR 
迹 公 式 的 证 明 就 归结 为 证 明 相 应 的 轨道 积分 相 半 


Iwi) = TD), w = | 

dle Je-li oo), eer 
TS His wR f 的 支 集 包含 于 Go. WH — ag Ner (EX) AT 
alda le dlo ai-e Erli WA 


面 , 当 一 a& NaseCEX) 时 J| (°°) o 亦 等 于 零 ,因为 我 们 假设 四 


与 


的 支 集 包含 于 | zl ,js [zeca]. 由 于 这 些 轨道 积分 均 可 
写 为 局 部 积分 的 乘积 ,相对 迹 公 式 的 证 明 就 变 成 局 部 积分 之 间 的 
等 式 


io 1 
E Cw, sti? 一 J (uty »,) $ Thy) == | l | ? 
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ol ls $ 


其 中 c。 为 一 个 常数 系数 ,满足 Tc, 二 1. 换 句 话说 ,相对 迹 公 式 中 


的 函数 关系 产 -> 下 应 该 由 局 部 函数 关系 fe D. 构成 . 这 局 部 函数 
要 求 给 定 万 .可 找到 OS 使 得 上 面 二 式 成 立 , 上 友之 给 定 OS, 后 可 以 找 
到 所 i, 使 得 上 面 二 式 亦 成 立 . 

在 考 虚 局 部 积分 之 同 的 等 式 时 ,我 们 要 注意 以 下 情况 : 4 F 
的 赋值 v E E PRB, EQF, 为 下 .的 一 个 :次 扩 域 ,因此 
SCF.) GCE.) PAY Bf it Hermit 矩阵 所 组 成 的 代数 簇 , 故 可 设 ©, 
为 SG 上 的 一 个 无 穷 次 可 微 有 紧 支 集 的 函数 ,而 局 部 积分 等 于 


Tünay = 2,| i =] (z)dzdx 
v Wry v = u zun 1: | be T wa 之 ， 


a 0 1 oilfa Oli x} 
US en N allo all 
C0 1 ZF OSE, x 1:0 1:40 1 
X Pu ° thee (2 drd*z, 


Hep w=(° I| oe RS F RA v E E RARR EQF, 


=E, PE AHF FF.. 此 时 
SED = {Gs,'s)|s € GOF,)} 
同 构 于 G(F,) ,而 对 于 e= GNESI KU, 
HF,) = (A, sT hs) |A © GUF,)}. 
事实 上 为 了 得 到 v ARB WFO EL heh=e, Ri 
需要 


EA 0 


《CS AT! s), RC sh ,ss lh 1's) = (s,s), 
BE 
CsT ‘A ssh = s 
与 
"h's CsT AT ts) = 's. 
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因此 
Ho EF) = (h's ths) |h E GF,)). 
因此 我 们 可 以 认为 名 ,为 G(F,) 上 的 函数 而 其 局 部 积分 为 


nea 
Tw) = [| D| zul 7) | p Cr)dzrd*x, 
ZEE, 0 17! 


二 [下 本 -et le alo a 
X Ca + ydrdyd*z, 
其 中 ==|， ‘| ae FŽ. 
4 v Æ EPRDANKRARAS I 与 J ,, 我 们 可 以 看 出 
Lews fa) 5 Sole +B.) Tol ‘ "| Je 与 | i | FSET 


有 同一 个 表达 式 , 因 为 此 时 积 性 特征 pe 为 平凡 特征 . 故 要 使 这 两 
组 局 部 积分 相等 ,我 们 可 直接 取 f=. 


§3 基本 引 理 


要 比较 当 wv 在 EE 中 不 分 裂 时 的 局 部 积分 ,我 们 还 要 对 局 部 馈 
数 的 对 应 关系 提出 其 他 的 要 求 . 首先 ,由 :于 对 几乎 所 有 的 v 来 说， 
fe KFA ERR nii De AK CEOS CFL BE A K 
Dy ,我 们 要 求 这 两 个 特征 函数 fw 与 DoH AL fey AB PAR ST BKK 


0 1 
Cay, ‘loot 一 J (we; Ëo), w= i | y 
a 0 a 8) 
对 于 GL(2) ,我 们 可 用 初等 方法 证 明 Cartan 不 相交 分 解 


ew | 
ww] 
型 


一 J, ， a È FX, 


Gy) = |] KCF.) 
ay AEZ 
Ay Ay 


K (F). 


— å, 
wW e? 
v 
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因此 如 果 函 数 六 .左右 KEON, URE ZK ZEW PR 
数 ,满足 Sie (Ar Az) = fie (Az oA). AL TEA BEXT O A) E oe GE 
SPE PR ERR. 在 以 卷 积 为 乘法 时 ,它们 组 成 
一 个 代数 GE GCF), KF.) ), A Hecke 代数 . 

这 个 Hecke 代数 是 一 个 交换 代数 . 为 证 时 这 一 点 ,我 们 定义 
一 个 从 Hecke 代数 (GF), K OF) BY OF (ACF) ACEI 
天 (FJ 的 一 个 线性 映射 : 


Sfta) = ota)” flan dm a E ACF), 
NF, 


其 中 
ia 0 | ; | ay 

a7 Pe al a 
这 里 ACF, ALED NK CFL) ACK) EG ACFONK CF.) 
iE ADF AS A BY ESS 8 EY FR. 这 个 线性 映射 叫做 Satake 
变换 ( 见 参考 文献 [66]) ,这 个 线性 映射 同时 又 是 Hecke 代数 的 一 
个 同 态 ,这 可 以 通过 直接 验证 

Sif xg) = (Sf) * (Sg) 


而 得 到 . 
我 们 进一步 看 到 当 TER 时， 


AS oJ- aA SIC ije 
-jeld UE Sie 
TE ey exh eel. hl 6 ca 
we) J LIU) Erwee 
lE Je derel e sl 


-~ ne rrr a a p aA O E A TA ve ne aua a s he rp pm pe Ns 


AS ONS Tea fal 


1 0| Jaz 0 a;r 0 
re ae 1 0 2 dz=| 7 0 afe 
ox x 
故 
a; ae a, |? a> >| a,x 0 
si| 0 a» CT 1 O a € red Z o 
£ 
a, |"? i i a, ae T = fa, 0 
7 Ql | 。 E | 0 a, 0 a dz 一 3 O a, l 
这 就 推导 出 Satake 变换 的 像 水 远 满足 Sf| “ Teas °), 
2! 1 
记 OA) ANKE PRE FO |= "| 的 
a) 


eA A RRA FRA AOAO, ACPI KCF.)). 
我 们 最 后 要 证 明 S: BE (GURY). KOFI > “(ACE,), 


wi 0 
ACF DD) 站 KK(F,)) 是 一 个 一 一 对 应 . 将 SF Jasa 
Sr (haz), 则 对 于 ASA 依 前 面 计 算 
mr |i? a aT o} 
SICA, A>) = | ws FA, » Ao} 十 > 0 a 
v i T 
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a — A) 
=? ( FAD + 1 — 95) etfs ht g 
al 


由 此 可 看 出 S AWRA. 又 有 
SF = IAF 


a,—A 


= 75. oka, = ae Hiya 


X Safa, —a— lAa tat) + 


az 
与 前 式 相 减 得 到 
SF7C la) — Sf — lsd + 1) 


= a FOA = filà = 1 ;4 + 1)) 
《 见 参 考 文献 L67], 其 推广 见 [L68]). 因此 


六 一角 
F(A» an) =q, 7 (SKA, A) = (gs — 1) 
x DI'S — nN + n)). 


nol 


AA 与 Sf 均 有 紧 支 集 ,以 上 的 各 式 均 只 有 有 限 非 零 项 .这 就 证 
明了 Satake 映射 为 单 映 射 . 《对 于 Satake 变换 在 一 般 情形 下 的 证 
明 亦 可 多 参考 文献 [69]. ) 

当下 的 峰值 wv 在 EE 中 不 分 裂 且 为 非 分 歧 时 ,我 们 亦 可 以 考 亏 
2C(G(E,) ,KK(E,)) 上 的 Satake 变换 : 


a, 0 1/2 al OT ET: eh) 
sn 中 = ee ie 站 ae， 
alyaz € E>. 
同样 可 以 证 明 Hecke 代数 VO (GCE), K CE.) A + F 
A AE), ACE.) NKCE)), 同 为 交换 代数 . 我 们 定义 从 Hecke 


代数 A (GCE) .K (EDA) A (GCF) ,KCF.)) 上 的 一 个 映射 5 并 
称 其 为 基 变 换 映 射 : 


a) 
az 


b: fi tf, 
其 由 
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SF(A,/2,42,/2), BW A, = A, = OC(mod 2), 
0, 其 他 
给 出 5《 见 参考 文献 [29]), 对 于 GL(2) 来 说 ,Hecke 代数 的 基 变 换 映 
射 亦 可 由 下 列 式 子 育 接 给 出 ( 见 参考 文献 L68]) : 
Fi) 一 0， 页 十 入 和 0 (mod 2); 
F(2A,,2a,) — FOA — 1.24 + 1) 
= q, (f (2d 2A) ~ FC 2A, 十 1, 2 一 1))， 
如 果 A, < Az; 
F CAs Ag) ~ FCA, 1p + 1) 
== f(2A,,2a,) — f(2a, — 1,2a, + 1) 
— gf (2A — 2,2a, + 2) — FC2A, - 3,24, + 3)), 
如 果 Ay <= A). 
上 面 第 一 式 对 函数 f 的 要 求 与 我 们 的 很 设 相 吻合 , 邑 f 的 支 集 包 
& Fig€ GCF.) |9,(detg)=1)}. 
现在 我 们 可 以 回 到 局 部 积分 的 等 式 上 去 了 .我 们 要 求 , 当 广 
EN (CED KCL OAR BRT fit 


[oe e= G | | z| S Ju 0 ') iFa 
定义 的 函数 D, 与 通过 基 变 换 映 射 定义 的 冰 数 F=f RE 


O 1 
Cw sfo) == J lw s Be), Wy =" | l d , 


lg e Jepa 


SECA sA) 一 


P (hg dh 


这 里 He ‘| ce 为 | -| 所 对 应 的 合同 西 群 ， 


i 6 


7 0 1 + 1 
H Fs =| GCE, 可 | =al | AC ZF) | 
te (Fo) ZEG(E,) |E 1 0 £ 1 0 E 


这 个 当 赋值 w 在 五 中 不 分 裂 非 分 岐 时 对 Hecke 代数 中 的 函数 的 
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要 求 , 叫 做 相对 迹 公 式 的 基本 引 理 . 当 OK CE. AY FFE RP ， 
可 以 看 出 D. ASCPONK EO PHL Poi fA KCL 
征 函 数 . 故 前 面 对 于 DAF fo 所 要 求 成 立 的 局 部 积分 等 式 实际 上 
为 基本 引 理 的 一 个 特例 ,通常 称 此 为 对 Hecke 代数 单位 元 素 的 基 
本 引 理 . 楼 建立 一 个 相对 迹 公 式 , 或 迹 公 式 ,第 一 步 要 证 明 的 就 是 
Hecke 代数 单位 元 素 的 基本 引 理 ,第 二 步 则 就 是 证 明 整 个 基本 引 
理 . 


34 Æ 变 换 


为 什么 基本 引 理 在 迹 公 式 与 相对 迹 公 式 理论 中 有 这 么 大 的 重 
要 性 ? 原因 是 基本 引 理 中 所 要 求 的 Hecke 代数 的 基 变 换 映射 实际 
上 是 群 表 示 基 变换 的 对 偶 . 具体 来 说 ,给 定 一 个 GCC4ar) 在 
Lol(GCF)NG (hr),7) 上 的 一 个 不 可 约 尖 点 表示 o, 则 存在 下 的 赋值 
v 组 成 的 一 个 有 限 集 合 S ,使 得 oz 包含 K= J [xc ) 的 单位 表 


AR. Kv& Si o- Wo, 在 Fy 上 的 局 部 表示 o 包含 KF.) AH 
ERR. 如 果 AE (GFL) KF) Æ AR E AR AG 
KF.) BE, WAT o fF op 的 空间 上 的 作用 变 成 
of dd = lfe) ° 4, 

其 中 o, 为 与 局 部 群 表 示 o 对 应 的 Hecke 代数 (GCF). 
天 (天 .)) 的 一 个 特征 : 即 o BM CGEFD), 民 (FF,)) 到 CX* 的 一 个 
同 态 . 

SAS WT ET E GADE LE (GCE)\G (Az) 1) 上 的 -- 个 
AW ERARI 2, 则 存在 五 赋值 mw 组 成 的 一 个 有 限 集 合 了 使 得 
PP 包含 K= J [K EV KARR. A wT, fp EGE), 
KCE) ), URE po 的 空间 中 的 岁 有 

Cul fe! = FDP 


Se ee re ere eres eee a eh med eke mw a e a ~ . ary Se ees OR ee 


其 中 pu 是 po 所 对 应 的 Hecke 代数 2° (GCE) ,KK(Ew)) 的 一 个 

RvS, v EE PADRES , HIE FEE = ED 的 赋值 w 
GT. W RAR fo EGE, KFD fo E€ GE), 
K(f, S EHK A Hh Hecke 代数 的 基 变 换 映 射 给 出 fem) 
则 由 22 (GC(F,) ,KCF,)) 的 特征 5。 可 得 ee (GEL), K CE. 
特征 Pw: 

Pf) = DF). 

由 于 群 表示 a 与 ps 分别 由 其 特征 o, 与 ps 惟一 给 出 ,以 上 撕 述 
的 映射 ot Pw 就 导出 群 表 示 cs 到 pu 的 -一 个 映射 ,这 就 是 群 表 
示 局 部 基 变 换 . 

当 vES 或 wwET 或 在 五 中 分 型 或 分 玻 时 ,我 们 亦 可 定义 
局 部 基 变 换 . 我 们 更 可 进一步 定义 整体 基 变 换 ec F*o, 使 得 工 -级 数 
LG, ADL(s, ceQp LG. eR EAH. T E BAX, 
证 明 与 推广 ,读者 可 参看 参考 文献 [70], [25] 及 [29]j] 等 著作 AB 
对 基 变 换 的 介绍 尽 可 能 通俗 易 懂 . 

我 们 建立 这 个 相对 迹 公 式 的 最 终 目 的 是 为 了 证 明 二 次 扩 域 上 
的 GL(C2) 的 基 变 换 并 有 昌 描 述 其 映像 . 因此 相对 迹 公 式 中 必然 包含 
了 关于 Hecke 代数 基 变 换 映 射 的 要 求 . 下 面 我 们 会 看 到 ,在 应 用 
相对 迹 公 式 研 究 基 变换 时 ,我 们 恰恰 要 用 到 上 述 Hecke 代数 特征 
之 间 的 关系 

Ê olfa) = ElSe). 
这 说 明了 基本 引 理 在 迹 公 式 与 相对 迹 公 式 中 的 重要 性 . 


$5 指数 和 和 展开 


轨道 积分 的 指数 和 展开 的 方法 ,我 们 在 第 四 章 中 曾经 用 过 . 设 
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OO A rr eee ee ” manes err dee er ee 


了 为 百 的 一 个 非 Archimedes 赋值 . 对 于 r| be | Te 来 说 ,由 
于 万 .是 一 个 有 紧 支 集 的 局 部 常数 函数 ,存在 KFA THE EP 
RK, HS fr E Ko PARSE. i fo OW Ko 的 特征 函数 , 刘 万 .一 
vol (Ko) fo t fn 将 这 个 养 积 表达 式 带 入 轨道 积分 


a 0i 
1 | A. ? I 4 
o 1 w | 中 , 则 得 
0 
rl [< | Siw, = vol(K)~"{ | | | 
0 ZOE OD PDF, IGOR, 
oli] "| i 
fl | ate | P 1 | 
X fag Ce 十 wodgdadyd*z, 
we 0 l n _ 
取 gg 二 ok ; eo Kosk EKo KCE J AD AE Zs 
o w#jio 1 


n€ F.. il) dg =g} dkodn, H. 


ALS A E edie held) 


—1 gp fe 0 
T p71 
0 wy” 


a) 0 1 7 
XK Fie | 大 A | | M2 >¢,(x2+ ydndadyd x. 
0 w? 1 


用 新 变数 u= y— n, WE 


e 0 ae wa 0 
sis] = =: ge? Wy, k a 
0 1 EK KCF) 0 DF 


à +4 EZ 
er i 0 
, 
0 w> 


See aes 


X Dp (rt wdadud*z, 


1g 1! 


I, 


re rt mm ir eT I ` ' eres R 


其 中 
Pp ats 
Vg) = mice | | 和 codn。 
再 作 变 量 替换 yaw 到 2 “>, 则 得 轨道 积分 的 指数 和 展开 {( 见 参考 
文献 L52]): 
定理 1 设 w 为 下 的 -一 个 非 Archimedes 赋值 .如 果 fe 对 
KK(《F,) 的 一 个 开 紧 子 群 Ko 左 不 变 , 则 


E Sees 


0 KE KOK.) 
aA, EZ 


x PPT y HRA) 
zi yE F, 
z€ F” 
1o am, o ly 
<- | 7 eE ) exo 
x drdyd*z. 
X 
0 il 
E fio) = P, (zw) (z)d*2, w = | ; 
ZE) ' 1 0? 


当 KS KFOR ERD — 6 4 S Kloosterman 各 
的 积分 形式 相同 ( 见 参考 文献 [70]). 4 Ko% KFI, RINT 
称 这 个 积分 为 不 完全 Kloosterman 和 5( 见 第 四 章 $ 3). 


与 此 类 似 , 对 于 轨道 积分 | | e) ,我 们 有 下 列 结果 
引 理 设 fe 在 KK(Ew) 的 一 个 开 紧 子 群 K, 下 左 不 变 , 且 
fa 2AE [9 Jejas = Lai ') 


又 设 @ 为 Ks 一 | 下 ”jz|zEK| 的 特征 落 数 , 则 


fhgydh. 
CF? 
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-一 一 *-- re er rr -rm a - 一 


f @,(2s)d%z =vol(Z(F.) N KX ‘vol (K 7! 
( v? 
x Í | 生态 Cr)dzdxz， 
ZK J GE,» 
` 10 
WEBA 取 s= z| i 


vo (Z ŒE.) N Ka) wol(K | f 
ZEF GUE) 


Jem 


tap iS 


之 这 E 


日 1 
, | 


ex] fi Cxrjdrd*z 
1 0: 


= vol{Z(F,) f Kovo Ky)" J 


UE.) 
| 0 1 
1 0 
AS, 的 定义 可 知 Se "| CF,). 故 上 式 等 于 


1 9: 


®, | z! | Fag dad*z, 


= 


vol(ZCF,) N Ky wvol(K o| | Í 1 
Zk) X, | ð i (FY) 
! Db 


a| zaam z| : ‘| vy] Fhe ddhdyd%e, 
其 中 aÀ Jama? A 对 e 进行 变量 替换 . 由 于 A 左 
Ki PÆ ,我 们 对 y 与 z 积分 后 得 到 
ie (P Jo hg)dh = i ol = | 站 d 2. 


D 1 v 1 心 l 
Ga 
证 毕 . 
利用 这 个 引 理 
A ie i ,| 三 从 
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rr A A AM ON 11- « ED eee ae a a 


Rll oa ie le a le 
ZF EJ GE,,) ize 元 10 10 1 8 


x fg. o tr(xjdgdrd*z, 


à wu 1 7 
设 g= kk 0 a, | KEK REK NKE) ,A ALEZ, 
at 
nE Ew WW dg 一 ae “dkidn. x ki 积分 后 有 
0 | 
A |) ,8,) =v ZENK Se ak 


0 AEKI RIE ™ 


a, 0 . 
xf if feleep ™ 
ZF) Ey Ew 0 W g z 


a Olll ex\{l nl Da 0 
x Ro? 
0 ıllo 10 1? 2 
wo" 0 


Ey 


|| 
0 woe .O 1 


w 


EPO, 为 局 部 域 Eo 的 -- 个 素 元 素 Me, Ae, 在 Galois 群 作 
A FHI. (FRR y 二 x 一 ,得 


‘Lon 


XTn NR ge tr(x)dadnd’*, 


a 0 - 二 
| | .@, =vol(Z(F.INK) >) gi” 
0 1 HEKKE p) ™ 
A, 4€ Z 
a 
l mi 0 
xy k = 
0 i” 
一 一 人 
| 0111 
x| { Plz k` m fa KG | | 
ZDJ E, 0 oo," Wie 10 1 
wg” Q 
x ” _, ETI |g e tredyd, 
0 ww," 
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teie e re e ee a ae r e e ae mm - dav i rm 


其 中 
wx) 一 | fal el a | gtr ndn. 


à — À 


再 作 变 量 替 换 r=y Wp 2 ,我 们 就 得 到 了 7. 的 措 数 和 展开 ， 
定理 2 iou AF -- 个 非 Archimedes Rif, AE E RRA 
裂 . 如果 所 对 下 (E,) 的 一 个 开 紧 子 群 Ki 左 不 变 而 


i iO 1} 1 
| ®,| = z | BCH =Í ; fhg)dh, 
ZF) 1 @: Hi ® r) CP,} 
1 d? 


| 


则 
| | ,| = vol(Z(F.) Q Ka) ` 


a 
Ta | 0 
x ; w 
x > Vy È g 
EEK NKE) 0 Oi 
4p A EZ Ey 


x fy o triz gan Jdrd” z, 
其 中 最 后 一 个 积分 在 cE RE. ce Z(FO ER HE 


paa =å 
fp. So) (eh ea 0 E pina 
-| z _ | |e RK 
xz 1 0 (TE Ve JTA]. 1: 
以 及 
,rw B) =vol(Z(F,) N K,) ; 
w? 0 
x eg k : : 
EEK NKE) = 0 w? 
àA EZ Ew 
x | dnd” s; 
nck, 
ZEZE) 
a By Ia? 
| ETEK 8 
zE S k. "mE FD Ls 
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et ee ee a mr hE ih i a re 2 WH ~ ¥ . * 


1 Pe 1) Ie 
|x= f'a" wpe | EEK |H KES E 
一 个 开 紧 子 集 . 

证 明 ”我 们 尚 要 对 第 一 个 式 子 进行 证 明 : 


‘19 
J nD) = | Í ,| z| | 
AP DIF, r? ] 


= vol(ZCF.) N K;) vol K)! 
{ Ar Ddo -HE a | 
t == “1 
a aana a n J 四 人 ie | 
X fgg, 2 tr lajdgdnd*z. 


Q Tit. aji 
| | g, ° tr (a)dnd*z 
1 &i0 hea 


TU 


其 中 AE Ki RE KIVK (EY) A AE Z E Ew, WIT ki 积分 后 得 到 
Jw P) =vol CZ CEDNK D SS ge” 


RE KKE 
p? t w 


Ay Age Z 


wpa 0 
z ko i 
e 


0 =à 


W a 0 


a 
0 ww 


1 r) 
| | | pln dadnd”e. 
2 @ 1 
PEAR ERI > 一 22a 一 工 一 工 , 则 有 
J, (wa, D) = vol ZE NK)! 


x À ,— À 


REKKE D ™ 
à -AEZ 
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COG” - - "~ - -~ te= se se mere v soome a ae a ed 


二 1 P 0 0 li! 
Lobel salt | 
Xp (yd yd. 
AS AK, Eee. RH ERE ER THAR. E 
毕 . 


各 z| [< | He 的 指数 和 展开 定理 类 似 ,定理 第 -- 式 右 端 
- 的 积分 为 一 个 不 完全 指数 和 和. 
$6 基本 引 理 的 证 明 (z 分 裂 》 
我 们 在 $ 2 最 后 曾 指 出 当 w E E PAR, EQF, =E, 由 
En SFF., H. 
Joe B= f f, .| ow, | br) drd*s 
及 
fla 0 fl Offa Of 1 ahi 
Jf o a= fa f f, e y o | f i! | 
X P(e + ydrdyd*z, a € FY. 
5 Leer fu L| | 中 Fro) 相 比 较 , 可 以 看 出 我 们 只 要 设 ©, 
Ilw D) = LCi), Tw = ° ‘| > 


及 


一 --- 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 er pp a a e a ， PC ee 


ITS (FD = {Cs sE GCF Gm H lss (FE = ih, hA l's) 
|ACGCF,)}). KEHA Ob, 与 GCE, ) X GCE, I=GCPL) X GCF) 


上 的 函数 OL,Z HAI (He :一 | | =e] 


o! == wW] * 
| 
Zk v? 


T f RENT: SF, 2 <P ho? *szo)da* z,d*2.dh 


zr EŻ) 
AE ZF INGE, 


z ‘gs, | PAE 


t 


| 


Fo het, ere, J ti wig:)d*z;dh. 


EZF) 
LEGE) 
VERE teh Fh k=hg AE gg 一 'gzwig1; 则 有 
| @(zg)d*z = | Ff So, (z,w,'k |'g)d*z.dk. 
es rE ZEK,> 
REGIE? 


如 果 我 们 设 o 为 非 Archimedes WIE A f San E SEGE), 
KEDI AEA KF) ARERR, MY ERY fe A 
| Badz— | F DSa, Ceghd*edh 


EZF? 
REG) 


= | a * T. (zg)d*z. 
zr, 1 z 


h i ay B, FEA GC) EKIRA A 天 (Fo) 不 变 , 属 于 
ZA GCE ,天 (Fo) .我们 为 得 到 轨道 积分 等 式 而 取 的 下 = 万 
二 所, 则 说 明了 对 于 球 带 函数 六 与 So ,大 ,相对 应 的 轨道 积分 当 


We JARI = E i Sa i Fry (gdz 
时 相等 . 这 就 是 当 非 Archimedes 赋值 在 五 中 分 裂 时 的 基本 引 
理 及 其 证 明 , 此 时 的 Hecke 代数 的 基 变 换 映 射 5: OK, 一 六 就 


是 卷 积 映射 
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OG - o ` sate da Ap AA hA ee 一 rece I a 


Jo = Ja x f- 
若 反 之 函数 f 给 定 , 由 于 wv 为 非 Archimedes 赋值 ,我 们 恒 可 
以 找到 Af E EGEO KEDERE ET 万 ,例如 取 
fA KP ASPET A, =f. 
附带 说 一 下 Archimedes v 在 五 中 人 分裂 的 情况 .此 时 轨道 积分 
AAS BAER. AREER /与 用 ,显然 可 得 到 fo 但 
are T 扩 则 不 一 定 能 找到 六 与 人 使 得 
ls ,f(z8)d xz = i He, Fn AL, ee ‘he dhd*z 
或 
ES or aes 
HE AOSS Co ORF GU=| SODPZ iA EH 
果 ( 见 参考 文献 [38] 与 [39]): 任意 高 次 可 微 的 GL, R) 
GL(2.C) 上 的 函数 f 都 可 以 表示 成 有 限 和 > ,万 * 刀 ,其 中 万 与 
万 为 高 次 可 微 函数 . 由 这 个 结果 我 们 可 知 I, 和 .7 的 个 有 限 和 
相等 ,这 个 结果 已 经 足够 我 们 以 后 的 应 用 了 . 


§7 基本 引 理 的 证 明 (w 不 分 裂 ) 


在 本 节 之 中 我 们 设 v 为 下 的 - “个 非 Archimedes 赋值 ,其 在 五 
ANSP RAE SSI FREAK H y, 的 阶 数 为 零 , 则 对 于 zzE 
DIR 2) 一 (一 1)". 又 设 fE GIRE DYE” 
K(F.) PERR MAM, S, EGE) KED DEH KE) 不 
ARRERA, M f=. RATERS F oO. 的 阶 数 为 零 且 AAA 
K (PL) ANE 4 Ay A, BY 


j À vu A g v a 
0 Ta 2 上 0 \ A TA 2 i ( 
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EE TS re TT ET A A o 中 lame 


fe] PEA oe TE EB PIES or 作为 E 的 一 个 特征 其 阶 数 亦 
Ae. WY AA, 时 ， 


E wt o0 
: = 0 
Fa QO < e 
RIRA ATHAR: 
a O 
B 
0 |] f 
: Dwy 0 
= v A Pelz) 
4; à EZ 0 Da nye F 
AA CS oe 
s€F™ 
| ae ie 1 p [esuo 
arm l aryo, |+, 2i 
K platy TI "drdyd YY. 
从 积分 的 最 后 一 条 件 可 知 
az? waT E RŽ, 
2| A +t àm A), 这 里 A = ord,(a)， 
Be a ita? px ， 
az DT ER, 
A, — 4,5 A, 
如 果 A, — A, =A, Hl eye R, 且 积 分 等 于 
ND 一 《一 1)”. 
WME AAA, ASAA (mod 2), W 
é m ThA pp x ae wi h re moth aR 
toy v v’ y m r ve 
因此 相应 的 积分 等 于 
〔 一 1 } Su tiA | p(x -H y waa )dxzdy 
(a - ay AW2 px 


r 


nm £ 
ta, —A, —A3/2 
aIE -— tae! 2 Ra 
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or - 一 四 = pr ri eh 


= (4, +A,- AF2 | = a? 
= ¢ LIT (eee Pe | ni a dx. 
v T 


RIDNA EPHE: (1) Ap =A ADO. B2) AAA A= 
4 一 2. 可 以 证 明 在 其 他 情况 上 述 积分 为 零 . 
引 理 ” 设 特 征 y 的 阶 数 为 零 ,hE WFR? , H 8 过 0, 则 积分 


[lz 十 A dr 


E i 
除 下 列 两 种 情况 外 等 于 零 : 
G) B 为 偶数 ,XX 二 B/2; 
Gi) 吾 一 一 1,X 一 0 或 一 1. 
证 明 ”如 非 情 况 忆 ), 则 二 与 5/x 具有 不 同 的 赋值 . 如 果 此 时 
又 非 情况 G6, 则 我 们 可 选取 适当 的 M>0, 并 设 了 一 >(1 十 xz ,其 中 
ye DICRY/( 二 NR,)) ue DUR, AB 


gf2t+2l=elya+o+ orp! 


= dol yl + u) + a — u +27 — oy 
i b 
= [y+ 4) + 2a w) 
| wn a 
= 办 [> 十 Sjel [> 一 Sle} 
如 果 M 选取 的 合适 ,对 z 的 积分 为 地 .证 毕 . 
回 到 前 面 的 两 种 情况 人 i) 与 人 i) ,我 们 得 到 | 
Se pee, (2 2, 


Ez 
(eae SA 
ja 0% 如 果 A> 0,2|A; 
ae Ie a ee OR o) 
0 1 c fe] > 
2 he ec aS 
| A+ A -t eek 
|, 0 
| 0 w? I}. 
me A <0; 
0, WẸ A >00, 2A. 
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nemer raar 一 


-ome Mamea Aah Aree er a ere or ales Be r > 


这 里 当 AKO, EHEN GOITER matma fad pak | dz 直接 进行 


THE. | 
另 一 个 轨道 积分 的 计算 较 容易 


À 
: D 0 
Ikw fo) = >,(— vw | 0 wm 


AEZ 


对 于 JL. RE 


x fø ows a drd’. 
其 中 最 后 一 个 积分 在 eC Ew EZE 9ER, ME 


alog me >” 1 arlag Pyp 4 
z = a aj EK(CEWNSCF,). 
ax(s, a, ) 2 


w “tar 


1 ar X(TE Pp)” + (rp =, ) 


ARI HE PER EET BM 2A E wR A A/D. 如 果 
ASO, ÀA — AS A2, RU rE Rs 和 且 积 分 等 于 ]. BSR A.A, A/2, A 


—4,—A/2 h-hh 


1 
v 


RE >» ZEEE 4 (ex, Tp Jh Ac 


因此 该 积分 等 于 


À 
TE V, 


J p, ° trx we dar 


à, —a,—A‘2, X 
Re 


Erg 


w w 
yt —— A i ALALA. 
zre- biog Dp et aye AR, 


Seige | 办。trCy)ydy， 
yE s, RZ 


we —line 
如 此 时 ASO, N po o tro) =1, LER PASE TR yr w) 
ga +A | dz = g^t -+ gq, '). 


> 
E Rg 


tw 
一 上 = Alp 
v 


w 
一 -一 4/2 一 外 十 472 
zx 了 一 二 (me PR) 4 atat 1 Rp?) 
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SE aa pg p A st AC SA e 


“ sees ma TA eee UR 


因此 


> zea aap go ° 
和 
4a, fæ 0 a"? 
Eu 
x | de> ry)dy, 
rE ay RE 
ye hi mien a ee 
ia 0 如 果 A>O.2|A: 
J- | | ,| 一 AtAS2 
o 1 2s TE, 6 s 本 
DAS: WAS, “ae, eae 
AEZ CO 0 OF A REAR 
a 
a ! 0 
te Ew sti 
0 TE 
如 果 A<0,2/A; 
0, 如果 21 A. 
` ` | © 1 i 
另 一 个 轨道 积分 为 | w, 一 | ， ‘I 
fei o 
J, Cw »P,) = gq j te 
24 fu oO a 
x Í b,(n)dnd*x. 
n€ FL ZEZ) 
0 Bg mE ` 
z EKE ONSE, ? 
PRASE mon Sap | 


这 里 的 积分 条 件 可 简化 为 zE TRY ne we AR 因此 
l , [Pa 0 
J b= D pwy, 2 | Dd 


> 2 
44, 0 a 


157 


A A i NEE EE EL Fl HE rs kt OF . 2 Set eS in RR Cees ear EI = 


a 
= Story, ee” 9 
ays, - Few 0 a 
当 sz 时 ， 
à 
ma f 0 | (xd 
=Í Jv a | | HY, Ce T 
a 0 oe | R, 0 a2 | 0 
a 0 |: 
E 2 o Z| godz 
TAR, $) m 
Cj) 
由 于 fi 左右 天 (Ff,) 不 变 , 当 xzE R, 时， 
mr 0 |]il zl Ta o 
Fo ri | | = fo à 
0 2 0 1; 0 a 


v0 
故 (1? 式 右边 第 一 个 积分 等 于 大 z | 下载 们 记 作 
feasda). 而 根据 同样 道理 , 当 zx& R。 时 ， 


4 z 0 i 
I a iy “il wi 0 Ub. j 
0 D3 | 0 D | l ae ð 
WATR 0 
一 一 7 mo eo 3 
其 中 zxE zxRY,X<0. 故 (1) 式 右边 第 一 个 积分 等 于 
may tX 
-| 一: 0 本 
| am wo | fete x. 


因为 的 阶 数 为 零 , 对 办 (xz) 的 积分 当 久 = 一 1 时 等 于 一 1, 而 当 


wi! 0 1 aj awit 0 
de a Py es = wa j; 0 mat 


re 


w Q 
=— f, 0 es =— f, — 1,4 + 1). 


z= FCA Ay? = Fa A 1 .42 十 1) 


Ys, E mAs 
(关于 此 式 在 GL(3),GL(C(4) 上 的 推广 见 参 考 文献 [681). HE 3 RK 


们 曾 得 到 Satake 变换 的 一 个 公式 
SfiCA sag) — SFA, — Lede + 1) 


= cor aS — fsa ~— 15a, 4+ 100, A SA. 
因此 我 们 得 到 wv, 与 Satake 变换 之 间 的 关系 


wà 0 
P, y 
0 w 


v 


= Be ;A2) = Sf ZET 1,A, + 1))s À = As. 
(关于 此 式 在 GLin) EAE MBAS CARLES). 同样 我 们 有 


4 
we 0 
We 7 
7 = 
0 E 


= gu SF N,N) — SHCA — 1.4 +100. ASA, 
其 中 我 们 用 到 了 ge =a. 
为 了 证 明基 本 引 理 ,我们 设 六 = 一 2 人 (AD). 则 由 $3, 这 个 基 变换 
映射 由 
Sf. A à), gq Fe A, = A, = 0 (mod 2), 


SICA sA) == | of 2 
0， 其 他 
给 出 . 因此 对 于 Fo= bf, EU Ay Az 时 ， 
wà 0 
A ，。 gaT 0， WR A Æ Amod 2), 


159 


gi 0 A-A, 
v =g, z SHOAL Ag) 
a i Ay Ap | 
= Ge 2 Sf. | + on A, =A= 0 (mod Žo 
Ta N 4a 
= — gy ? SfaCà— l, A +1) 


= = i = Ag +1) 
— qa ? SF 2 ? 2 Js 


如 果 A=A,=1 (mod 2). 
o 1)) 


1 0 
Ilun Sfo) = SSAA) + Sf CA à + 1)). 


AE Z 
另 一 方面 
Jlun D= DSS) 一 SF — lsd + 1)) 


aA 


= > SEA FSRA AF 


cZ 


这 就 证 明了 


0 1 
iw, ita = J,(m@,,P.),; w; = k | 


对 fe=b FRA. 


为 了 证 明志 | | ,| = | a] ,我们 先 考虑 a< 


cot 0 


0 的 情 襄 . 由 于 A : -0am 2) oJ 27A, 


we 
4<0 HT, 
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-C—O te so’ r a ee oe ee a ee ar - 


故 其 与 J， i y 1, | 相等 当 214，4 扫 0 时 ， 


p 0 e i 0 TO tA- O | 
I, | 有 | - P —¥, ý 
nae ak > | G r H E: | 
"1A+l 0 2A+A— 0 
-yfe oan | + | 
利用 上 面 的 结 轩 有 
| a Q i af A ; A ` 
dy ?一 his A ie _ 
Ii | | qi > A leg: Shel A+4 1,4} | 


watts Ann) lit rat) 


=a" 5 sraa} +a tansel 
AE Z 


2 att] 


tass] 4+2—-1,a+1}). 


另 一 方面 ,此 时 2|A,A 志 0, 有 


Hi Joe meer g|sr[a+4a) se [aed—sasa) 


+H Cites") Dy SAAS 142 +19). 


对 第 二 个 和 式 求 和 ， 我 们 得 到 
Dip HE: | sf[at 4a J. -Sf [a+ a+1)] 
tata) D| sfa at +4441] 


+5f,{a+4—1,3+1) | 
=a" Ssh +4, FA HOSP] aĝ ati, 
Ez 


+a Sf. 4 十 全 一 1 ,二 1 I. 


TEE = 1 四 1 ER TET S| PE A Be te 


故 当 214,4<o 时 ， waale? | = de 中 |. 
SRS A>0,2|A ahi iD. 我 们 注意 到 


i, | y | ae | 二 《一 ee). wage bel z 一 - 4) ast. 六)， 


与 此 类 似 ,如 果 我 们 可 将 s. [° 


; | ,| 中 对 y 的 积分 改写 而 得 
到 


ài 
? 人 Ee 0 
7 . [ rdy 
w 0 Frej 
yes 


= | Po 5 tr(y}dy Jo Cw B), 


$8 指数 和 关系 


定理 设 v 为 下 的 一 个 在 五 中 不 分 裂 非 分 歧 赋 值 ,满足 121， 


=]. KE p. MAMAS, Mt FER bE WR ,如 <0, 有 
(— DA| pata 十 £) dz = | pe? tre sr Cy dy. 

oe vee RE 
Est wR, 
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— Eee er tae 


证 明 设 X 为 f* 上 任意 一 个 积 性 特征 ,我 们 对 上 式 两 边 分 
别 进行 Mellin RH. AGHA Mellin 变换 为 


= | bi 
《 一 - are dbf st | z 二 | idx 
= g.*| is Cbd y/ maker Rea ee 


Sop ye 四 ?RX. 由 于 由 的 阶 数 为 零 ， 
-xI WER x dame ye RS EF 


FOH B=—-1; 
0, aise x FaH 8 二 一 1， 
E(CXopusdx). W x AER x E R 上 不 平 
fi dy= 凡 ) ,其 脏 导 于 为 一 B( 即 XX 在 1 十 


DR 上 平凡 但 在 1 二 
T, * 1R, EAE SL): 
0. on x 分 歧 但 其 前 导 子 不 等 于 一 呈 . 
elX, 册 ;dT7) 为 p 进 域 上 的 Causs 和 , 亦 称 局 部 e 因子 ,其 定 
义 与 基本 性 质 可 见 参 考 文献 [69]: 设 X 为 到 .的 一 个 积 性 特征 ,9 
为 下, B— ADETE. 12 nt pw h HIB. Atopy x We CO X 
的 前 导 子 , 则 


JJ. alt- ag) X C OPCTIdz，。 on xX 分 歧 ， 
ECX Pidr) = i Re 


yao") | > ae (a a i x SE Seu. 
与 此 类 似 
| de 


| 如 果 X 非 分 政 且 五 三 一 13 


ECX). MEX AMARWS TA 一 B; 

0, 其 他 . 

故 定理 左边 的 Mellin 变换 等 于 
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GPEC PEK), 如 XX 分 歧 且 其 前 导 子 为 一 B; 
0, 其 他 . 
对 定理 右边 作 Mellin 变换 得 
| wk (bb | Ws tr(y)dy 


# 
YE DE R 
wo w 


| doX( HW,), wi x EAH B = ți l; 


YEb+ DER, 
=Í a ox P’ wry dy| = p X (bdb. 
PE KE, 3y 十 一 Bo 


mE x 为 非 分 歧 , 则 对 5 的 积分 等 于 gq。 OK Ce). AP ge tr ay 
阶 数 仍 为 零 ,上 式 当 B= 二 一 1 Fg T M B-l 时 等 
FE. 设 针 为 分 歧 , 记 久 的 前 导 于 为 a(X) 广 0. 如 果 aS - 2B 
1, 则 我 们 可 将 6 写成 如 (1 十 wD) Nee CO BP uE DIOP POR, 
BEER/ + wher). WW Ca Cy) + 19/2] > — B, w E 
DPR A TOHORA ue WEIMAR, 的 一 个 非 平凡 加 性 
特征 . 因此 对 u 的 积分 等 于 零 , 对 5 的 积分 亦 为 零 . MR-B< 
aD <—2B—1, RUTH b 写成 (1 十 wD) Ne p(y) ue OLR, 
则 x C+) bea ee w, R, 的 一 个 非 平 凡 加 性 特征 , 故 对 五 的 
积分 亦 为 零 . 由 此 推 知 a(z) 所 一 互 .此 时 xO) =X Ney Gy))， 
故 上 面 的 积分 式 等 于 


| B pX x + Ne ye (we e tr€yidy. 


由 于 XX !。NeE_r, 亦 为 分 歧 且 其 前 导 子 等 于 a(X) ,我 们 可 知 此 积分 
当 a(X) 二 一 B 时 亦 为 零 ,而 当 a(X) 二 一 B 时 等 于 gs"e(X。 
NEF 9 Po e tr;dz)}. 故 定 理 右边 积分 的 Mellin 变换 等 于 


— gX)» m yE A B = l; 
gzet Neo e tride), WMR XIRA aX) =— B; 
0, 其 他 . 
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我 们 此 时 要 利用 一 个 局 部 8 因子 的 恒等式 ， 
EXP ) EXD sb,) = (Xe Ne pr sP o trsdz). 
此 式 为 Davenport-Hasse 关于 Gauss 和 的 -一 个 恒等式 (而 参考 文 
献 [71j]) 在 请 进 域 上 的 形式 , 见 参考 文献 [72]j. 这 个 恒等式 又 体现 
了 GL41) 上 的 群 表示 在 二 次 扩 域 上 的 基 变 换 , 见 参考 文献 528]. 

根据 这 个 恒等式 ,定理 中 左右 两 式 的 Mellin 变换 对 于 任意 积 
性 特征 x 都 相等 .应 用 Fourier 反 演 公式 ,定理 中 的 两 个 指数 和 相 

这 个 定理 对 下 的 其 他 赋值 v 的-- 般 形式 的 证 明 可 见 参 考 文 
献 [601. 同一 个 等 式 的 数论 形式 及 其 在 GL(3) 上 的 推广 见 参 考 文 
献 [731. 定理 中 恒等式 的 实质 是 经 典 Kloosterman 和 与 二 次 扩 域 
中 的 一 个 指数 和 恒 等 , 故 后 者 可 以 看 成 Kloosterman 和 在 二 次 扩 
域 中 的 提升 ( 见 $12 与 § 13). 

以 上 定理 使 我 们 完成 了 对 相对 迹 公 式 基 本 引 理 的 证 明 . 在 
GL(2) 的 情况 下 这 个 基本 引 理 亦 可 以 通过 对 轨道 积分 直接 计算 而 
得 到 ,如 见 参 考 文献 [60]. 以 上 的 证 明 思 路 可 望 推 广 到 一 般 GL 
Cn) 的 情形 上 去 , 见 文献 [65]. 


$9 J 了 ,的 Shalika 芽 展 开 


轨道 积分 的 Shalika 芽 的 概念 出 现在 迹 公 式 理 论 中 . 其 在 
GL(n) 的 相对 迹 公 式 上 的 证 明 见 参考 文献 [74] 与 [751. 对 十 
GL(2) 上 的 相对 迹 公 式 , 其 Shalika 芽 可 简单 介绍 如 下 . 

wv WF W—PSE Archimedes 峰值 . #4 BA PF HH e= 


1 0 a) ae ff * 0 ore 
bi Ssma? 7) exaro] ?| 的 以 下 子 集 


| a 0 o` 
A= AR), Ay = Zo, Ana S "| la Fe}. 
i a 
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ee a TY = lls he LE ST ed tit rim me esas 


Its sés dative ME OEE ate a a 


定义 无 ZCF 上 积分 的 轨道 积分 


T iwa, fe) 一 [fol wal i r | boarder, a E Au 


ti 


7 Leh hl ey 
Tea f= ff Fel ie leei 1 


X PCa + yodady, a E A., 
则 eCa, Jo) Ca E Aw dA Ax, 上 的 一 个 无 穷 次 可 微 具 有 紧 支 集 
的 函数 , 记 作 wir (a). GLCD ERY Shalika FA AM 上 的 一 个 无 穷 
次 可 微 函 数 KY) (5E A 中) 使 得 
Yleasf) = >) Kook) + orla), aa, 
be AM 


cE A, 
w= 


其 中 ofla) WA, 上 的 一 个 无 穷 次 可 微 紧 支 集 函数 .这 就 是 轨道 积 
分 的 Shalika 芽 展 开 . 

为 了 说 清楚 Shajika FRAME. RNB AAR 
R, I Cna, fo) =o Ca) 确实 是 4 上 的 一 个 紧 支 集 函 数 ,但 是 
Titea fo HAE A EW RX BR RW. Shalika 芽 展 开 把 
Tea, 六) 分 成 两 部 分 ,一 部 分 i'la) 有 紧 支 集 , 另 一 部 分 则 给 出 
了 7F.(ee,A) 在 这 个 紧 支 集 以 外 的 展开 式 . 而 这 个 展开 式 的 特点 是 
其 由 低 阶 的 轨道 积分 Ta. FOR. E GLO HT F A PF 
高 阶 低 阶 的 轨道 积分 或 Weyl 矩阵 上 组 成 一 个 半 序 集合 ,对 每 两 
个 可 比较 顺序 的 轨道 积分 我 们 都 有 类 似 上 式 的 Shalika 芽 展 开关 
系 , 故 GL (n) 上 的 相对 迹 公式 的 轨道 积分 7 了 ,具有 -一 组 Shalika 芽 
Ki. 为 了 建立 相对 迹 公式 ,我 们 需要 将 这 些 Shalika 芽 全 部 计算 
出 来 . 由 于 这 项 工作 现在 还 做 不 到 ,Jacquet 与 叶 扬 波 人 在 文献 L74] 
与 [75] 中 证 明了 Shalika 芽 的 存在 性 及 某 种 意义 上 的 惟一 性 . 

tt GL(2) Ef Shalika 芽 KO) RNB SMURF 
在 性 ,而 对 其 进行 真 接 计算 . 由 于 oh (QR A ERD A ER A 
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ea un u mmm a a n 


数 , 我 们 对 KOHL ARS AP 的 一 个 紧 支 集 以 外 的 部 
b Q | 


分 , 即 只 对 F* 的 一 个 紧 支 集 以 外 的 a 计算 Ko| 。 _ 1 /sj ,这 里 


a 0 | ib 0 
bem abE ANCE An LB a=| i | ,6=| | .= 
0 ae: 0 — 1/6 


`i 


| 0 ~ 
全 4 "4 二 bc, 由 于 fe EGO EAR BRB. I lea, SHRED 


式 非 零 仅 当 对 某 Or <R 成 立 
oara | elias |e = ERS R. 
hte 属于 FF。 的 一 紧 子 集 . 又 由 于 
Yl x i y a, * 
lo ja。 中 = 人 ie 
可 知 同 一 被 积分 式 非 零 仅 当 iall,== lbc M. Aes [OL <SN. 


故我 们 对 Kw 本 | 的 计算 可 对 满足 |, 志 8 的 6 进行 ,这 里 
e>0 充分 小 . 

我 们 注意 到 KY (5) 并 不 依赖 于 函数 ff 的 选取 . 而 ae (2) = 
Iwa, fo) AGM. 故我 们 可 以 通过 仅 取 一 个 特殊 的 函数 对 
I fea, SUE HABE KPC). 

EHE (Jacquet, HRD 设 v A F B — AdE Archimedes 
WAA, MA FERNE ble 存在 


Kal? | = MESURER 1251。“， 
这 里 7 为 Weil 常数 ,通过 下 式 定 义 


$ ax? — 一 172。 = 三 | 
[, Forel ; Jdz lal, raspo, Pad za dz, 


其 中 左右 两 边 积分 的 测度 dz tA Fe 上 对 应 于 - pe AJA RIE, 
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TY 


Êr) 一 |, PO ydy 


为 ® HJ Fourier 变换 . 如 果 y 的 阶 数 为 7, 则 这 个 自 对 偶 测 度 由 
vol(R,) =g" 给 出 . 
定理 的 证 明 Bm HFS KERR. BE mir OK pe E 


DIR LIL), —1@14+ OTR. MS DIRCE R RIMER 
假设 i121|,==1). WF uE DR o RA Taylor 级 数 定义 根 式 


Vitu, Fit m EE AKERI u E T'R, A V1tez E 


i S , a 6 . ” 
I+ OR. W Kn = 5 |a dE 1 十 四 ?RobcE WIR, 为 
c 


G(F,)》 的 一 个 主 同 余子 群 , 取 AW wiK 的 特征 函数 , 则 
ff) = i A: jwczoaz = vol(@"R,), 


0 


一 六 
了 ,( 一 Wy stu) = ia os 1 = t| vende = 0, 


其 中 w= |. 3—7 


b b by | 
r.| | 0 | | | | bx brzy —1/b blz + ydady, 


其 中 被 积分 式 仅 当 5E TR, WARS. He ERR y 一 2/5,zE€ 
L+ OTR, Raat we OTR, WF OE DIR. 有 


b 0 i | Eeu ttu E2 
a = fo) = LAP Í pal + =| dzdu. 


zlta” R, 
Ke 27k, 


由 于 此 时 


p| Ebe z)= gte t)), 
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re rn er 一 一 rr erties oe ae ` . ' v teu rs oe Hin a aS 


我 们 得 到 


ro el A 


= Jbz vo D Rof n vl tle + 4) Jae. 


at 
yoo 


FEED aR z 一 1 十 zzE SRR ?一 -万 -6 wR.» F 1114 
到 dz 一 dp 一 dy 及 


人 = |61-ivol(C mr” 2 | 
el 加 er = Jbp vol (BTR | F If atel i | dy. 
为 了 计算 上 式 右 边 的 积分 ,我 们 设 < 一 二 ,并 定义 
ak WR rE TR, 
Pix} = 
0, 如 时 工区 TTR, 
则 
(x)= f, Oly), (xy)dy = "ia ag Pel evrdy 


7 [ee eres WR rE WIR, 

H 0, WR ré 7R. 
PS 33 E H AS WE A XR BE vol CO "RL Hg"? A Êr) 
BI Ay PR. 的 特征 晒 数 , 故 


Jona F)ay f, Pore Fay 


21 
= Jao Yago] fasa = =| dz: 
F, 2a: 


EA 2 , 则 
Jat Eley [aL Soe) fa ant 


4664 wl" R, 时 ,一 Br:/4€ SLR, BOT | od =}. WK 


on 
= 
| 
alt 
er 
À 


ES EF ETERS SIT a o r ` Me rm NH a hr ae o IL) 


故 当 5E4 wR, 时 ， 
b 0 -172 2 2 
Alè Spe] ial ajen 
由 于 vol ( a” Re j=], wif A 了 (一 zy 六) 一 0 我 们 得 到 

w = = Z2\y|{ 2 
K; (y D e s) = I2b17' gl KAI 7 be} 
Haha lalag, ”时 成 立 .证 毕 . 


§10 J, 的 Shalika FEF 


在 本 节 中 我 们 设 v 为 下 的 一 个 非 Archimedes 赋值 ,其 在 二 
RP ESF rz ) 上 不 分 裂 . 定义 


| 1 
J Cwa, B) = I. a| wal | | adz, ae Ay» 


1 


1 0 
J lea, ®,)} = | a| | y ea i 


a x o] 
AF ZCF,》 上 积分 的 轨道 积分 , 则 
J (wa D) = wela), a € Ay, 


为 A, 上 的 一 个 无 穷 次 可 微 且 有 紧 支 集 的 水 数 . J, lea, OF 
Shalika 芽 展 开 即 为 
J ,(ea,8,) = ID) + wla), a € Ae 
5E 321 


EA 


其 中 Lh) (hE AM) Shalika 芽 , 而 orla) X A. 上 一 个 无 穷 次 
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ja o trKz)dzr， a€ A 
l 


s me ,一 一 - 一 一 - ms mm ee re a a aa - ~ - - e ouas s aare ner 


jè 0 
lo —1/é! 


P 


a i 
可 微 且 有 紧 支 集 的 函数 记 “一 | 7 |= 
oO) UHE D, A SFO LAC EM BT Cea BOEF aa 
一。 属于 FX 的 一 个 贤 子 集 , 故 存在 OS CR BE Slee. 


FA + lelg "e[s 2 


J (ea, ®,) EF. 因此 Shalika HL” i Ibl 小 于 菜 


一 个 N 时 非 霉 .由 于 wrr(u) 在 A. 上 有 紧 支 集 , 我 们 只 需 对 于 充分 
SES |) TER LC). 

EH Jacquet, H HWT 设 w 为 下 的 一 个 非 Archimedes 
赋值 ,其 在 Fl ea x lb lA 


RTA |a l SM, 如 


b 
L” | 
0 


证 明 与 上 节 一 样 我 们 取 充 分 大 的 m,i Ku (EL) = 


i A) 
((° ‘| Jad 1+ TE Re, b,c E DI Re, | 为 KK(Ew) 的 一 个 主 同 
Cc ! 
余子 群 . 又 取 O, J wy 及 (Ew) 门 SCF,) 的 特征 函数 , 则 


0 1) 
Jow sB, 一 f, | i | 生 Cz?dz = vol (TF Re N F 
站 ea 


ou 


而 
Po - lj 
dJ ,一 TE +2.) a f 2, | Pe Cx dda maaa Uz 
Fi =] E i: 
PN E D'R, 
ih bx 
a > paj- p (2 + Ddz, 
‘lo —1/6 E he UMN Tos as 


这 里 我 们 取 Es。 上 对 应 于 pe e tre or 的 自 对 偶 测 度 . 为 了 明确 决定 
17] 
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这 个 测度 ,我 们 记 d 为 二 次 扩 域 五。 相对 于 OF, HJAR different). 
如 果 pe BP ROW r, 4 v Æ E BAESP REY d o tr PER E. 上 的 特 
征 其 阶 数 仍 为 ”~. 当 ”在 五 中 分 歧 时 ,加 © tr 的 阶 数 就 为 2r 十 4d. Ew 
上 对 应 于 ge © tr 的 自 对 偶 测 度 由 
Ge. 一 97， WR o 在 五 中 非 分 歧 ; 
qf = t, 如 果 v EE PAB 
给 出 .我们 指出 , 当 w HEE AES ERY BR gd 一 0, 故 我 们 可 永远 
设 volCRs =q, 当 w 在 EE 中 分 野 时 , 差 积 可 用 以 下 方法 计算 : 
MR r EF 中 无 平方 因子 ,rE€ wR? 中 的 | 为 奇数 , 记 2 € 
DRI , 即 i 2 的 阶 数 , 则 差 积 4 二 21 十 1. 如 果 j 为 偶数 , 则 存在 
一 个 元 素 tE DIRS 使 得 Vr 一:€ Th RE ,上 为 奇数 , 则 4 一 
2i+ j—k+1. 
A é | 

加 到 7.| (°° | ,各 | 的 积分 表达 趟 . 可 见 被 积 锋 数 仅 当 

be DE Re NF 时 非 零 . 作 变 量 替 换 y 一 zzzy 则 yeit ZE Re, H. 


Negr (E)N, r (9) — 1). 


vol (RE ) = | 


b Oo o _ -$ tre Jr, CY) | 
Al ae .,| = Lae | | =z dy. 


yew Rp 
Ng ip (Ne 1+6m 
再 通过 Taylor 级 数 作 变量 蔡 换 
y = v1 FH bull trirta r), 
HP uE wg Re NF 而 rE DIR KB n 为 一 与 4 无 关 的 正 数 ， 
则 


m 
R 
aig A 


dy = Jl |r| duds, 
其 中 dz 与 dz 3A Fo EREET pe HAMM. 由 于 


VIF bu € 1+ Ê cog Re, N F), 


172 


TY S ET Rw ue ESTEET oti hr ra th Hr 


我 们 有 


ey esr 
= p| 2° At x r|. 


于 是 

& 1 
7 | D, 

0 — 1/6 

= [O/T ro voci Re, N Faf gl aI ee de 

Bi ee ork, b 
又 通过 
ey 
N 2 


换 变 基 ,得 dx=dr,t€& WR HP p->0 为 一 大 和 整数 , 则 


2 0 a m 172 rs 
nile eaha- wicca 


f 42 
x vol (PZ Re N Fof n Al EE) ae, 


按照 上 一 节 的 计算 , 当 151, 充分 小 时 ， 


fatl Ee- [FI 7| Fw.) 
因此 此 时 
b 1 。 
于 
x vol (PE Re, N Fa). 
由 于 


,wD,) = vol( Dy Re, N F), 
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J(= w P,) = 0, 
我 们 证 得 当 16|, 充分 小 时 
b ; 
r| 


| = 
0 一 Je 


= wiee Te | | 
| = ize g 24 7{ E ng). 


HEHE, 
$11 轨道 积分 的 等 式 


为 了 比较 KES LEO, 6€ AY RBA Weil 常数 
之 间 的 关系 ， 
2 
¥ Cab, gy) = Via, pdy bY.) 7 (ab), 
其 中 (aa) 为 于 ilbert 符号 . Mi 
1| 24} = 7( 2 


repor Ze}, 


而 
[$7] = 2.2]. 

故 

unl’ |= eE En pn BK ° |, 

0 — 1% ‘oO —1/6 
其 中 
CC Bo/ Fost) = YCE, PDY PDT RY. 

根据 Shalika 芽 的 这 个 关系 ,我 们 可 建立 轨道 积分 之 间 的 等 

式 . 


定理 设 v 为 的 一 个 非 Archimedes 赋值 ,其 在 五 中 不 分 
裂 , 则 给 定 一 个 SPD EN AER ©, PARACEL RRS, 
使 得 
iO 1 
J .(w6,8,) = 7(— b) Twb, ff), w = | f 4) ` 
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及 


J .(ea,®,) > eG OF F, s. Baz) Í ea TaD 


b 0 
i 


QO | t 
对 所 有 a 一 | “ | EA.=A(F,) 及 5 一 | e3 lea, ==Z(F,) 戌 
as ! 


L, HP E/F p WM ERR. 反之 ,对 给 定 的 一 个 可 以 找到 
一 个 使 上 式 对 所 有 aE A. 及 5E Ay DRAT.. 

证 明 根据 Shalika FRET. 
c o0 


i b 0 | 
. = ~ w rA 
了 fear 》 p2 K: j 2s TA “io c 


ie ey P c) a 


+ ala), a€ A,, 


; x b 0 
J tea, B, =n fae >; 4, (OK | | 
je HE ?| O —1/é 
Vig? yee Vo Gah 
X we 十 w (a) 
€ 
I A 0 | 
= eE Petite a| >: Kn | | 


b E oO} 0 — 1/6 
(, Sahl ,| Rig 


> 0 
X Wu (Oo outl. | + CE/ Fp) 19, Ca, oe (a) | , 
c 
acé A. 
| 0 0 
由 于 ol, | ne | oD CC Bel Fos Qe) X 
C C 


lade (a) 均 可 依 函 数 记 与 @, 的 选取 而 成 为 任意 的 有 紧 支 集 
的 函数 (例如 依照 第 四 章 §$2 选取 fr 的 方法 ) .我 们 可 以 令 
wh (a) = cEo/Fu pe) Wawra), a€ A, 


"AN 0 


与 


和 
= 7,( oual > 
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~” 


则 
ite 0 | 


3 v 
3 7 


c OF = 
r.| | aR) =7(—e) J, 
| Gi i i0 


及 
J (ea, B,) 一 cf 左下 gON a) Teas fe) 
二 面 定 理 中 的 等 式 是 关于 无 ZCF.) 积 分 的 轨道 积分 来 证 明 
的 .为 了 得 到 五 与 大 之 间 的 等 式 , 我 们 看 芭 


z 0 , 
I {ro oti) = | cs) a w|? ,| fe) dz, 


i -jor (ee 
Tie oy = 人 Tel? i .®,\d%x, 


Allg ef ee 
其 中 w=" 中 因此 从 以 上 定理 我 们 得 到 以 下 局 部 轨道 积分 的 
等 式 ， 


0 1 
J Cw, D) ==: ?一 ] )7 Cw, ot ted mw = k A 9 
友 
0 Pte @ 
A x | .2,| = Buel Forte dT [oe | | ? a € F% > 
0 1 0 1: 


HEP v 为 FF 的 一 个 非 Archimedes (A, HE KE 中 不 分 型 . 
4 vv 在 EE 中 分 裂 时 ,我 们 已 在 $2 结尾 处 看 到 当 取 P, = 万. 时 
J (Tl P.) = iiw sfin 
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a re re o eNO a a a 


a TU et sree 


a 0 | a 0) | 

s | 0 ,| E kel | 0 | | Se 
REH HH v SS p 为 平凡 特征 ,同时 为 Ff, 中 的 一 个 平 
方 . AE yo C— 1) = 1, H 

CCE, /F de) = YO PDY, 19, (2) = 1. 
故 上 面 在 wv 分裂 时 的 局 部 积分 等 式 亦 时 写成 

dA Py) = Pl DEW sfa), 

政 


a "| ‘8,) = c(h /F. words | Tap a € Px. 


这 里 的 赋值 可 以 是 Archimedes 的 或 者 非 Archimedes 的 . 

4 uA F H—* Archimedes RIAT E E 中 不 分 裂 时 ,我 们 
尚未 证 明 局 部 轨道 积分 相等 ,这 项 工作 可 以 参考 文献 [60]. 如 果 假 
B F RATA Archimedes WART E PAR., imit F= mi E= 
ON THT ELKABAR. DO WRC ATARE yw 
体 轨 道 积 分 之 间 的 等 式 : 


o 1 
J lwi D) = 2 一 1)f ww, Sa), Ww) = | 1 H 3 


及 
ao ita 0 | 
J| p i .9| TeCEw/F.,y.) | f J A 人 
这 里 9 一 [7 在 天 * 上 平凡 , 故 3 一 1?=1. 可 以 证 明 
[Le /F p) =R 


因此 对 应 应 的 整体 罗 道 积分 相等 ; 
J Cw s B) = Tw, Ti) 


Als Jej- Sh). ee 


及 


TT arr Q - 4 人 


有 了 这 两 个 等 式 , 我 们 也 就 在 所 有 已 的 Archimedes 赋值 都 在 到 
中 分 裂 的 假设 下 证 明了 相对 迹 公 式 ， 


§12 GL(2) 群 上 的 恒等式 


在 $8 中 我 们 曾 证 明了 如 下 的 一 个 定理 : Rv HRM 
的 一 个 在 二 次 扩 域 五 中 不 分 裂 非 分 歧 的 赋值 ,满足 ;2|。. 一 1. 如 果 
pe 的 阶 数 为 零 , 则 对 于 任意 的 ETR, B<0,% 


x 
yew, R 
Es Ex 


如 果 解 除 这 些 跟 制 条 件 , 我 们 也 能 得 到 类 似 的 局 部 恒等式 . 这 个 一 
般 的 局 部 异 等 式 其 实 包 含 在 $9 至 $11 的 证 明 中 间 . 由 于 其 重要 
性 ,我 们 在 此 给 出 一 个 单独 的 证 明 . 为 此 取 8 与 其 二 次 扩 域 工 一 
OV rT ), 其 中 z 关 0,1 为 一 无 平方 因子 整数 , 设 p 为 一 素数 其 在 
Or ) 中 不 分 裂 .回忆 我 们 曾 记 7 为 Q; 中 的 一 个 积 性 实 特 征 ， 
其 在 Ne, LOETI d Y L, 相对 于 @ 的 差 积 . 

Ee) i p ELSON rz ) 中 不 分 裂 . 取 
BE RŽ ,cE TR, W p IED cE OER, W p 分歧 , 则 


J Se oe 
Jag tH) A 到 二 | ae 


— p-dj? T T = 
= p "Ar, Fp) 2; ge trsa] z F 
x 
R Cl+eR 
ac OHER; ) 
aE PHR, 


Bae (8s) 为 局 部 4 因子 ,其 定义 见 参 考 文献 [46j. 以 下 我 们 
取 Ag 上 的 一 个 特征 d=¢e[ [p RE CEK 1, 姑 由 如 (Cz) 一 


emer ih ,而 每 一 个 办 的 阶 数 均 为 零 . 对 于 这 样 的 一 个 特征 ， 
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l, MR p> 2.pte.(F]=— 1, 


ls WHR p = 2.7 = 5 (mod 8); 
1% ine p = 2,7 = 3 (mod 4); 
P 如 果 p = 2,c = 2 (mod 16}; 
—1, WẸ p= 2,r = 10 (mod 16); 
Ara br) = 75, 如 果 p = 2,T = 14 (mod 16); 


--i, WẸ p = 2,7 = 6 (med 16); 


WR p > 2,plryr = pr. 

我 们 指出 在 前 面 的 两 种 情况 下 p E L PIE, mE a E 
HRT pE L PHBE. MY p>2.pte.[ 2) 一 1 时 ,或 户 = 2.c— 
1 (mod 8) 夺 ,p 在 工 中 分 裂 . 

这 个 定理 的 证 明 与 $8 的 恒等式 类 似 , 惟 一 的 不 同 之 处 是 要 
对 p= 的 情况 与 p> 2. ple 的 情况 逐个 进行 计算 . 所 要 用 到 的 局 
Me 因子 的 关系 式 为 《局 部 se 因子 的 定义 见 8$8. 》 

ECX Pp Ax ECXH, Gp dx) 
= Azo, PECX s Ni., „Pp ° trr /e, sp nar); 

XE xyA OS 上 的 任意 积 性 特征 A Ae BE dz 由 vol(R,) 
=1 正规 化 了 ,而 右 端的 测度 dz 满足 vol(Rz,) 一 1, 杆 是 对 于 测度 
p da 成立 vol (Ri, =p 4? (WBA RES). 

上 述 定 理 当 cE Ry a p 非 分 歧 或 cE€ WER, BN p PIR 
可 改写 为 
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CO 


+ ee op Ne o 


Smog, AL 
VERS IM + cRy) 
= p “9, COAL 10, Pp) >> Pe ° al z) . 


i £ 
at. R; f{1LicR, 0, 

P p 

aE B+cR, 


注意 差 积 d 当 p>2, pir HEF 1.4 p=2,r==3 (mod 4) 时 等 于 
2, 而 当 p 一 2,r 二 2 (mod 4) 时 等 于 3. 通过 直接 验证 可 得 以 下 结 
果 : 

(1) 当 p=2,r=3 (mod 4),c€ ,RY Ht 


z [yt B/y\_ -an ` oe a) 
D a aa a =). 
vERS Al + eR,) we Ry (A+R Y. 


P 
aE R R, 


C2) 当 p-2,T=2 (mod 4) ce ,RY Af , 


> bel x Bey 一 pai ` Pp ° tra, | : 


VER UHER) eE RT Htc, 4 
P 2 
eve R+eR,, 


(3) 4 p=2,r=2 (mod 4),c€ WER BY, 
= A ced = (= 1) BA gore 
YERY UHR) 
x > F, < traya =}. 
Ppl g 


x 
“ERL JUR, d» 
ane B+eR, 


我 们 可 将 上 面 的 局 部 恒等式 对 所 有 上 的 不 同 素 因 子 相 乘 起 
来 . 在 左 端 我 们 得 到 
I i ores, 


Pe JERY JOHR) 
但 是 当 2|c 而 2* tc 时 ,我 们 得 到 
>; Al 二 全 | - ial > Ny? A +B/ p 
YER /teR,) PIS yeRE IAHR 
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我 们 将 上 述 乘积 中 的 各 个 > 用 满足 
EE (r,c)}=1 
的 = 来 表示 , 则 上 述 乘 积 等 于 
wie | e2mert Bers 


derse fies 


其 中 z 不 像 通 常 那样 表示 x 的 复 共 轮 , 而 是 xtmod ODAÉR., 
Bi 
x X=1 (mod ce). 


这 里 我 们 利用 了 
dpe TT 
在 @ HEST HEK AEF acO 成 立 
Il ¢,(a) = prlla) = em 


对 局 部 恒等式 乘积 的 右 端 我 们 用 同样 的 手法 处 理 . 例如 当 
2 fc 时 或 2*|c 时 右 端的 乘积 等 于 
[pm >) Ge mz, =]. 


x 
we Ry AI+ecRL ) 


oe B+R, 


(B4 2le M 24 tc, ER PMY p= 2 的 因子 应 改写 为 前 述 三 
个 特殊 恒等式 的 右 端 , 将 这 些 乘 积 中 的 求 和 符号 与 磁 积 符号 互 换 ， 
我 们 就 得 下 面 的 指数 和 恒等式 . 
定理 2 he 为 一 正 整 数 而 
B0, (c,B)=1. 
如 果 
r=] (mod 8), 


我 们 要 求 21c. 又 设 对 于 任意 的 plop 4, 成 立 | =) = 一 1, 则 


7 (2) Je Qmtz+Bx die 
p> Ld ý 


frc) =l Pie lc 
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tOo v mawan ma pppn PT tt HA ree ie - ， x Ak eA i 


1 c j = 
《一 pe | LP Bear, g, Fr) | 


Ir 


P 


iJ 


x > elmu tn] 果 2 |e ,r=5 (mod 8); 
lajati u 


u? — rbs 4B (mod 4c) 


Fte =] y8- wef I] p ie Ce vay ʻa TAJ 
PR, ple TE 
= plr 
Xx >; etme, OH 4 |e. 8t c,7=2 (mod 4); 
lalu be 


a? -- 6 =B (mod c} 
(— 1) nP elc, r) | ppm : | E Bele dar io, Pp) 
oan tt ripit 


H e 
R 


z n ; 
x > gums ' 其 化 , 
la.iree 
aê —w?=8 (mod ce} 


这 里 Mual c 的 所 有 非 分 歧 素 因 子 的 个 数 , 计 重 数 , 而 
2, W 2je,4łe {E r= 2 (mod 4); 
is 其 他 . 
如 果 我 们 不 考虑 对 O rz ) 来 说 分 歧 素数 的 情 襄 , 则 上 面 的 
恒等式 可 以 简化 . 
FB 设 < 为 一 正 整数 ,满足 (c,zr) 一 1. 如 果 r 关 5 (mod BR 


i 


们 要 求 be. 又 设 对 任何 < HERAT p 成 立 | T) = 一 1, 则 对 任 
意 非 零 B,(B,c)=1 ,有 


2mtri+ Br 


e(c,tT) = 


e 


re 
(z+) =1 


六 (一 ae > eee, WR 2|c,r=5 (mod 8); 
la bebe 
= a? — rb =4B (mod 4c) 


x ; - 
(— 1) > i err 其 他 ， 
Iaa be 
a b =E (mod c) 


这 里 Q2(c) 为 c 的 所 有 素 因 子 的 个 数 , 计 重 数 . 
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可 以 看 出 , 系 理 中 恒等式 的 左边 为 经 典 Kloosterman 和 ,而 右 
HARFO r ) 的 某 些 代数 整数 上 的 ~- 个 指数 和 . 综 上 所 述 , 这 
个 指数 和 恒等式 在 GL(2) 的 相对 迹 公 式 的 基本 引 理 的 证 明 中 起 
了 重要 作用 . 事实 上 ,从 相对 迹 公 式 的 轨道 积分 的 指数 和 震 开 式 中 
可 以 看 出 ,在 局 部 球 而 孙 数 f 与 f 满足 基 变 换 映射 关系 f, 一 
6(f,) 时 ,这 个 指数 和 恒等式 是 基本 引 理 证 明 的 决定 性 部 分 ,等 价 
于 基本 引 理 本 身 . 由 此 可 见 这 个 指数 和 恒等式 以 某 种 方式 表现 出 
了 GL(2) 上 群 表 示 到 其 二 次 扩 域 上 的 基 变 换 , 这 就 是 这 个 指数 和 
恒等式 在 群 表示 论 上 的 意义 . 


§13 GL(3) 及 其 他 群 上 的 恒等式 


GL(3) 上 的 相对 了 迹 公 式 已 经 被 完全 证 明了 ( 见 Jacquet Satay 
HY 3c Bt 82].[83].[74],(75].(78) ,其 中 的 基本 引 理 包含 了 下 
列 指数 和 往 等 式 . 

定理 1 设 c 为 一 正 整 数 ,满足 (cyz) 王 1. 如 果 r 共 5 (mod 8) 


我 们 要 求 2 4c. 又 设 对 任何 c 的 奇 素 因子 户 有 | 三] = 一 1, 则 对 任 
意 与 < BRA BARI 


entat, + Bree 


lr Tp 
Ce) et} = Cag I=] 


A = D . * wi (Bta? — rb") 4 40d) / Cac) 
2 { 1 € y 
Je bee 
ta? ~ tb? .4r m4 


a 2\e.,7 == 5 (mod 8); 


(— 1B ae AN 人 2m Ata? - B71 4-2ala® — e679 fc 
> | 9 
lla he 


3X BOA Hla rb?) A=4 (mod 4c) 给 出 . 
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定理 中 的 恒等式 也 可 以 像 GL(2) 恒 等 式 一 样 扩展 到 包含 c 的 
分 歧 素 因子 的 情况 ,详细 内 容 见 叶 扬 波 的 文章 [731. GL(3) 上 面 有 
两 类 不 同 的 Kloosterman 和 ,以 上 定理 恒等式 左 端 为 第 二 类 型 的 
Kloosterman 和 , 见 参 考 文献 [84]. 第 一 类 型 Kloosterman 和 的 指 
数 和 恒等式 见 下 面 定 理 . 

定理 2 Hey 与 cs 为 二 正 奇 数 满足 


Ce; T} = (cr) =], 


设 对 任意 素数 ple R ples 有 | 三 | 一 一 1, 则 


C5 已 2MCrsa 十 ya3?7caz T efm natya 
1S tpg J23 lEt ety g Pyp 1g E 
Tzgy29 = — t {mod cy) xiz 
y2 Ma? 
立 ]3 
2 yp3 ' 
=— | (mod ¢)) 
253 (523323 tty ry 
ae, 
= (— 1 PO FD b> etmaz? 
lay, saa ly 


2 Pee 
2,,—%,,.= c (mod fy) 


etnan, 
1=a), 1913 roe rb, 30) 


as" bo T 
Gatha rt ayy thy ) 


~ r 


《2 


aja mÈ 
azg tbng T 


(med cl 
agy bga T (az — hug te, ey 


对 于 na 盖 3,GLna) 上 的 相对 迹 公 式 尚 未 证 明 , 但 其 基本 引 理 
所 对 应 的 一 部 分 指数 和 恒等式 是 已 知 的 . 其 证 明 在 此 就 不 给 出 了 . 
定理 3 We 为 一 正 奇数 .B 为 一 非 零 整数 ,满足 
(ec,B)}= (rc)=1. 
LE c 的 每 一 个 素 因 子 都 大 于 给 定 的 一 个 正 整 数 n1, 则 


《一 1) [3 Jao > ; ett tap zt teeta, 2 t Bz, pie 


vv a a e yt umaa 


etn toe, 如 果 n ABA 


2 2 2 
Cram e ORT gyn? 


et OnE Yina š ony n 为 可 数 ， 
: 2 ? 
Byalya PH yg er - 1902? 
=H {mod c} 


这 里 = Z=1 (mod ©) ,而 Qu(c) 为 < 的 满足 E) 一 一 ! 的 素 因子 p 
的 个 数 , 计 重 数 ， 

可 见 这 个 定理 当 二 3 时 即 为 定理 1. 对 GI.(4) 我 们 还 有 类 侯 
的 一 个 恒等式 ， 

定理 4 设 c 为 一 个 正 奇数 而 B 为 一 个 非 零 整 数 ,满足 4c ,五 ) 
二 Cc,T) 二 1; 则 


emír ta, + 工 3 工 3 十 2z3 工 4 十 电工 124 二 加工 pe 


š 2 2 = 
= e2min 1 Bairi Tw F 2t) targ}? ‘ 
ie cade 
2 
(rye) = Ca ty) cl S tary, ) = 1 
z z 2 


2 —_ 
T) -0 =t; ry, imod c) 


XË nan=] (mod c). 

这 定理 中 和 恒等式 的 左 方 为 GL (4) 上 另 一 个 类 型 的 
Kloosterman 和 . 当 n 变 大 时 ,GL(n) 上 Kioosterman 和 的 种 类 亦 
增多 ,每 -一 类 Kloosterman 和 都 应 有 一 个 对 应 的 恒等式 ,这 些 恒 等 
式 实 质 上 等 价 于 GL(n) 的 相对 迹 公 式 的 基本 引 理 . 

回 到 局 部 域 上 . 仍 设 下 为 一 代数 数 域 , 正 一 下 (~/ rz ) 为 其 一 个 
二 次 扩 域 , 取 下 的 一 个 非 Archimedes (Riv, REE E PRB 
非 分 歧 , 且 满足 121, 二 |rl: 二 1. 设 内 为 下 ,上 的 一 个 特征 ,其 阶 数 
HE. TE GLC, Fo) PABLA F HJE RE 
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te) Q 0 1 


epee oC ao E GL(n,,F,), 
0 W,- 1 0 
ay 十 … n =n, 
A, 0 a 0 
Pare f , A= e. E GLia,.F,), 
0 A, 0 a; 
a; € F*, 
记 Uw(F,) 为 N(F,) 的 一 个 子 群 : 
x 
UF.) = w E GLin, FL) », 
0 
1 0 
其 中 大 一 me EGLin Fe). Mid Nw《F.) 为 N (Ew) 的 一 个 
0 1 
子 群 ， 


NUE. = {n © NCE,)|'iwn = w}, 
则 以 上 的 指数 和 恒等式 都 可 写 为 如 下 的 局 部 恒等式 : 


g, Cunjdudz = f pln adn., 
HEU CF) nE NF ONCE, 
Regs oe Fran KOE 
AH 人 KF 3 


o Oo 一 
© 
“ 
at 
= 
to 
yd 
< 


0 
事实 上 ,定理 1 中 的 恒等式 对 应 于 一 11 
0 


auna epee ae -rm a a 


Tt = 
1 
0 
而 定理 4 
0 
1 
gp = 
0 
0 


O o © me 


0 
0 
0 


I 


一 0 C 


QJ 


猜想 上 面 这 个 局 部 指数 和 恒等式 对 所 有 上 述 -- 般 的 zo 与 a 都 成 
立 , 这 个 猜想 应 该 等 价 于 GL(n) 上 相对 迹 公 式 的 基本 引 理 . 
这 局 部 恒等式 的 左边 可 称 为 Kloosterman 和 和 在 GL (nxn) 上 的 


局 部 形式 . 
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SAB “相对 迹 公 式 ( 谱 分 解 部 分 ) 
§ 1 核 函数 天 人 .的 积分 


我 们 在 上 一 章 计算 的 结果 得 出 了 相对 迹 公 式 如 下 的 形式 ( 见 
第 五 章 § 1 BRS). 


Fra a | ; *| : f 4 JC) drdy 


KA 1 z 
cusp 81' 1 多 A trer (x dadg 


| ener 0 


fy 
= | Seamer es Tt 
l x go yio 
= I | | ; | | i 4 [Eg dzdy, 
这 里 右边 第 一 个 积分 的 收敛 性 尚 需 证 明 . a HET 
推出 左边 第 二 个 积分 的 收敛 性 . 为 了 应 用 这 个 和 相对 迹 公 式 , 我 们 要 
对 这 里 两 边 共 四 个 积分 都 进行 计算 . 本 节 先 计算 右边 第 二 个 积分 . 
我 们 已 知 ( 见 第 丰 章 $ 5) 


十 cm 
Kiah D= 到 六 | Gee Abe) 
= a, PEIN ~ 


| (3 z) trer (x)dzd 
g| 六 要 rz ‘TUXUS 


x ECA sasits aV) ECg spasit, tv) dt, 
由 于 Fr 紧 致 ,积分 


ee | i z) J 4 Bey) drdy 


绝对 收 敏 . 设 $8) 二 gg D =R ,ssp0v) 为 一 个 满足 条 件 
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wee ren ee Saan eee Se ee on A 


ers a {tt 
s| : 5] 8) = rawo | S| pg) 
及 
io | 
BY pa, 


E(gs¢ss45) = >, $(%g,s), Res > 1/2. 


rE PIPNGCF) 


对 于 Re s>1/2, RMA 


ntl f A boss ps) Warde 


x = 
"| 5,4 V] PCa da. 


| F\Ap ye PINGO) | | 0 


如 果 yE PCP) «BB Y= 1,8 a» 7) =| 


1 0j 
。 1 用 对 = 的 积分 因此 


等 于 零 . 如 果 =u ; "\=(° ‘| nF SWART AL 


1 1 
局 zl § n E spor Br)dz, 
由 于 风 在 五 上 平凡 ,有 
1 = = 
fn El f | ssp ZCz)dz 


= [Alo {Jone 
现在 我 们 考虑 上 式 右边 积分 的 局 部 积分 
peal Homme 


我 们 要 指出 每 个 这 样 的 局 部 积分 都 可 解析 延 拓 使 其 在 iR 上 解析 ， 
且 在 一 这 时 对 于 上 都 至 多 是 多 项 式 增 长 . 
HEE, v 为 非 Archimedes 赋值 时 ,利用 
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-a menma mr e e a a dE le >o mr TY ay rr ade . . 4 a as © Vee eas 


(° ae l/s A ° 
1 x) \ 0 xi\ll/x 1 


我 们 有 
f.e le 4 sjn] Golde 


= fal p 4 EPEE 


+ fa > xl, | oy ?| ‘|B dz. 
这 里 右边 第 一 个 积分 的 被 积分 式 对 所 有 的 ;EC 都 一致 有 界 , 故 该 
积分 为 iR .上 的 一 和 解析 床 数 , 且 在 iR LAA. 对 于 右边 第 二 个 积 
分 ,由 于 赤 是 一 个 局 部 常数 函数 , 故 存在 NDO, 4 re OR, 
=i o \ =f 0 
sd | tie a 15 Hare | is a 0 ae 

故 得 

一 1 


0 |a 
ijs Jsa] dz 


| ana |z” | 
zea, “R, 
zER, 

+ a p | pt ssa [eee u'u cx) Borax. 
XERA EA, Hi LOR BR. Be AR. 而 第 
二 个 积分 仅 当 n 等 于 pw 的 前 导 子 与 办 的 阶 数 的 和 时 非 零 , 故 
亦 为 iR 上 的 解析 函数 , 且 对 : AFR. 

当 F,=R 时 ,我 们 有 
0 "| [ sinf cas? 
1 0 1/sin@ 
HHR x =coté,0<cé<in. 因此 


? 


| cosh -— sind 


sing cosg 


cos — sinf 


= jul— sinĝf)y (sing) sing | 


sing cos 


故 


fel 1 "| ‘dz 


J 


一 [a Ea ayay] 


cos — sinf f 
e “dz + 


sing cos 
其 中 pn, (2) = 2" ,p(x) =e ke 0, r= coth, OLGA, 当 r oo 
BY, 


cos — sinf 


“\ sing cos 


BAFA E O | .四 此 对 于 任意 常数 <>0, 我 们 有 


o 1 = 
| ‘| | | srzi] Be)dz 
F, 1 z 


= 2x 一 ir 一 3 一 172 cos@ a sind —ikr 
(J + z’) Qj}. e “di 
=£ sing cosé 
to ' i cosh -— sing 
+ | (1 | , 
é sinf cos 
] | E 
we v =I rd 
á Oo 1 É 
一 cos — sing' 
T | = zeyil gf : 
ERE sin cos?! 
'-- 1 0 i . 
a al | | ear 
0 — 1 
] Oj pt= ee me 
ral 用 (1 + re dar 


一 1 0 1 rc-—e À 
-+ s| R 7 Ia 十 x?) e Yda. 
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rt m- ee rs m ee = D Tr LR ae 


orm NUTS SE ee a 


可 以 看 出 上 式 右边 每 一 个 积分 当 * 一 让 时 都 收敛 , 且 都 是 迟 上 的 
一 个 解析 函数 . 前 三 个 积分 均 绝 对 收 和 化 , 故 为 上 的 有 界 函 数 . 对 第 
四 个 积分 用 分 部 积分 法 得 


s 
GeDr e EEH irst) te dz. 


E Fk Bg PD eT a. EO sie 为 1 SMH Kw A. 
第 五 个 积分 的 性 质 类 似 ， 
4 F =C 时 用 类 似 的 方法 可 得 到 关于 积分 


alle | 有 EEDI Ez 
F, l z 


类 似 的 结果 ， 
记 P 为 F 的 赋值 集合 的 一 个 有 限 子 集合 , 设 其 包含 所 有 下 的 
Archimedes RA. 对 于 给 定 的 一 个 函数 $8 一 上] 加 ;我们 取 已 使 得 


RE BREE HY ve Poe, 与 如 均 为 非 分 时 特征 ,的 阶 数 为 零 , 且 加 在 
K(F,) LEAL, M veP ay, 


[A 1 a ‘sph Bol zd 


= {al (? 本 ec adil 
T fatl (° 
上 式 有 边 第 一 项 中 和 | ” “| 一 1, 故 积分 等 于 1 利用 前 面 用 过 的 
[° = (0 a ge j 
1 -z DO zlr 1 
可 知 第 二 项 等 于 
| gg ee) 


g(r dz 


1 = 
| P(x dx. 
wa 


3 十 1 


Z2 o 
p (ax dz 


i 

i 

= | pr eb 
I&R, 
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See ee et -mn 一 rr see - ` Pee o an se 


由 于 办 MRS GAS re O'R? 时 非 零 , 其 等 于 


一 R D = — I Og. 
因此 当 ve Pay, 
0 i f 2 —2s--1 
| $, 15 so sYe| Boo dr — 1 — EP T DG a 
Fy l z 


对 整体 积分 来 说 我 们 得 到 


1 B 
fa z| 1 ‘fos pn) Hedda 


= LL CF,P,2°9,2s + 1) 


0 ‘| 
x LL, + i q S 


px) dx, 


其 中 
LUE P2928 +1) = TG pn (Tg 0 
vF 
为 一 个 不 完全 工 -函数 . 
根据 L- 函 数 的 理论 这 个 工 -函数 在 ik | HH AES AAAS 
局 部 积分 


0 1 4 
| A| | | t5 y Hys Yy ¢.(a)dr, U €E P 
F, l z 


在 iR 上 的 解析 性 质 , 可 知 整 体积 分 
1 z Ya 
fo 可; | isi) 3)dz 
在 iR 上 解析 . 又 我 们 知道 '(F,P,p7,25 十 1) 在 iR 上 对 : 为 多 
项 式 增 长 ,可知 对 s 二 证 ,存在 7 >0 使 得 


| z| | | 1485150) Godda = Of"). 
MAF 0 1 


另 一 方面 ,对 于 有 紧 支 集 的 通 数 f 来 说 我 们 定义 T e= 
Fg dade W 
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一 如 mi I a PNT asp IT arr rt Sy ee 


Se Ue eaters T ama 


Crit v) F Jp pa) 
= f basea, F (Egockg itu) Alb )dkdg 
KCA pJ ZLA Gl Ap? 
E) a 


~ a 
a Pee em ee Ca | 
KtAp)) Kap) ds Ap J Ap 0 i 


X ek’) Bk) pla) al drd” adkdk' 
为 一 个 无 穷 次 可 徽 并 且 上 共有 紧 支 集 函 数 的 Fourier 变换 , K 
Crit, p) F pop H t KI—T Schwartz 函数 . 
通过 以 上 的 计算 ,我 们 在 第 四 章 得 到 的 连续 谱 核 函数 的 积分 
式 子 可 进一步 写 为 


1 
ea lo 
= = “GE ¢ f 


pe repo ie Nee fe ) $k dkak 


a, fe I 


Jdzdy 


ie ET “i «| usta) lalit drad: 
F; Fs 0 ] 


1 y . on 
x Irast 9? + d 
i R i | a 1) Be») = 


x | 如 | =) sParll, piy podz (ar, 《1》 
P\Ag 


其 中 5 为 的 不 同 赋 值 的 一 个 有 和 限 集合 ,包含 所 有 的 Archimedes 
WH MAT EPR. AZ) 1 的 赋值 及 AS 
JEGER ED BISBAL KF.) AE BL. if 


STIA f= THr， 必 =1Tz， 严 =- TI。 
vgs ves ved ves 
ET 

ves ves ves 


ves 


meen d Ee A = A 


HP kok, E K(F.). 同时 

nit, py) * (FS) 一 IT J, £42 E) pla) ja [td X* adx 
是 对 应 于 群 表示 rG, p DÉ AGES), KE) ) ERO PPE. EI 
M EE GCF), K (FE), O BCs p A BER -T AA, i 


PEGES), KOS), r) 是 由 GCFS) 上 的 左右 KC) RAE PRE 
数 . 中 心 特征 为 闻 一 ] 7、 模 中 心 紧 支 集 通 数组 成 的 Hecke 代数 . 


我 们 前 面 证 明了 


1 _ 
| | sasse ftoY pv dy 
MAp 0 1 | 


与 


一 | jl z | 
| al| | s Bass HV jz) dz 
FM4 DO | } 


3 A iR LHRH BRAM FT s=i: HOC”). 我们 又 证 明了 
Crit yp © f Dpef H t HY Schwartz 函数 . 故 上 式 对 :积分 的 被 
fA eB BIR At 的 一 个 Schwartz 图 数 , 因 此 这 个 积分 绝对 收敛 . 

我 们 以 下 记 KK 的 积分 (1) 式 右边 方 括 号 里 的 式 子 为 
clfssit, p). 


§2 Eisenstein 级 数 上 的 截 算 子 


我 们 下 面 要 计算 的 是 


f | ] x’ 
| | K | Zs | f° tre r(r)dadg, 
ZA GPG Ay) J Ap on 0 1: 


其 中 
t 1 +a g P ; F j 
KE eA = D| Git dF bp 08D 


= ml afer 
x E(g.¢.,it. u,v) E(h.$,,it, grdt. 
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mr ee ee rere: ere pm rh i te 


我 们 下 面 要 设 w=1, 8) "一 上 :与 以 前 类 似 我 们 有 Hilbert [A 
Hissu A Huv) WEEZE (p jer: HGD EWR 
HH(s ,pyv) ;及 对 应 的 Eisenstein RR Ele, p ss pov). RINE AR 


fOW KA) ABBR. WAH BS 6. BBB KOM ce EAs 的 


积分 由 于 取 于 紧 致 集合 EN\4s, 其 积分 收敛 性 为 显然 . 但 是 KO 对 
gEZCAFIGCF)NGLAF) 积 分 的 收敛 性 需要 证 明 , 为 此 我 们 要 用 截 
算 子 . 
前 面 已 经 定义 过 截 算 子 ,现在 我 们 要 用 到 -… 个 限制 截 算 子 
Ahi 一 pg) 一 >> wre) a| l; a ygj dz， 


YE PLFUGCF) 
其 中 好 WIT, town. |] 一 | 和 |, ave 


AX rE Ag ke K(As). 这 个 限制 截 算 子 的 特点 是 其 对 7Y 求 的 和 不 
RF PCE)\G(E) MRF PCF)NG(F), 将 此 限制 截 算 子 作 用 到 
Eisenstein 级 数 上 ,我 们 有 
ATEC, Ë ,ss tr) = Elg. s, goy) 
— D, EnOg:P ,sp xr H Og)), 


FEPUPHGCE) 


其 中 Ew A Eisenstein 级 数 的 常数 项 ， 
Eng.” ,po 一 | > P (En g)dn 


NIEY NGAE) EECP(EJNGCE) 


= # (¥g,8) + (Mis) #)(%e, — sv, H), 
这 里 MK) 一 Ats u n AM H Gu DA] Hsr O WARA T 


MOP = | 


$ Cwrng,s)dn. 
NtAp> 
因此 


AEC g .# Safty) == pP 内 《eg y5) 


fe PCENGCE) 


— D, #%e.s)Xr(H(%g)) 


FEPCPY GF) 
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rn vamrn rape ve - - . po mese unpa mr + 


— D, (MOPE, — Xr (g)). 


7EPLRUNG(P> 


这 实际 上 就 是 Arthur 关于 Eisenstein 级 数 的 截 算 子 的 第 二 公式 
( 见 参 考 文献 [76]) 在 GL (C2) 情形 下 的 特殊 形式 ( 见 参 考 文献 
[77]) ,其 中 我 们 取 Re s>1/2 并 将 其 解析 延 拓 至 iR. 
设 

gas | OE as 
sse 
HF rH ESF 7 HIG L= PANGE). 利用 不 相交 
分 解 


GUE) = P(E)G(F> U PCE)AG(F) 
《此 式 可 直接 验证 ,一般 情况 则 见 参考 文献 [63]) 我 们 得 到 
ATE Cg, # s53 fY) = = 内 CAE 3) 


FEL* (FNC) 


+ D, #%g.590 — XC H(%g))) 


TE PUP GF} 


— >D, MF) Og, — s)Xr(H(Yg)). 


7E PAPO) 


在 参考 文献 [78] § 5 中 Jacquet 考虑 了 AE 上 述 级 数 展开 式 的 一 
个 强 级 数 


> I$ Arg,s)| 
TEL™ (F\GUF) 
十 P (Ygs ~ Xr (A (%g))) 


FE PUPNGCF) 


+ >, [M8 Og, —s)|Xr(HOg)), Res >1/2, 


TE PUPINGCOF) 


并 证 明了 这 个 强 级 数 在 某 一 个 Siegel 区 域 中 小 于 HCg) 一 | 名 | 


(e= [2 jj 的 一 个 常数 伴 数 ,由 此 他 证 明了 这 个 强 级 数 在 
ZC(Ar)GCF)NG(Ar) 上 可 积 且 其 级 数 展开 式 可 逐 项 积分 . 
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-mm rr 


me Pr Er a 


我 们 进而 考虑 
AEC2.¢# 2S, fevidg, 


j ZAPF Cp) 


对 任意 E*\ME¥ 上 的 酉 特征 w, 设 Ap= (2A; | lela, 1), 


see al M, MR xe tA EFR, 
0, 其 他 ， 
政 
vol (AŽ E” NAR), 如 果 对 所 有 a © Az 
E(u) = 成 立 x(a) = ula), 


0, 其 他 ， 
这 里 土 式 中 ely0) 非 零 情 况 的 条 件 等 价 于 要 求 & 在 AL= {rE As | 
Naya) =} ESF 1. 回忆 从 Hiss p DE) HC—s.e' OR 
缠 结 算 子 Mss pep !) 的 定义 是 
(Misses 8 fg, —s) = f s| 四 "| ess) ds, Res > 1/2; 
Ag i r 
再 解析 延 拓 至 C. 当 u TE Ar EOP LEY SE 


Ls y, 4°08 = # Ag ssfozt dg, Res>1/2; 


Wea 
再 解析 延 括 至 全 平面 . 则 根据 Jacquet, BR RE AS Jacquet" 
文章 ,我 们 可 对 ATE(g,# ,3 天 TD) 逐 项 积分 : 


| AEC #8 ssp ‘de 
ZA GUY G(Ap? 


pgs) O — Xr(H (ge) ))dg 


j ZAPPING p? 


# (Ag.sddg 


4 x ` 
foe (FY\GtAp) 


(MDP CE, — sxXrCUH (ge) dz, 


> | 
Re s > 1/2. 
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eee mwm ee ee - , ' -e teii Pe tiemme rr 


根据 参考 文献 [45] 中 的 计算 , 当 取 g 一 | ， PAE eze ar, 


a€ Ar ,hkEK(AF)HT, 土 面 右边 第 一 个 积分 等 于 


[aa lait!" — trala)? lalgida 


F 


x fea Z OR Re s > 1/2. 
当 HE 驴 上 非 平凡 时 这 个 积分 等 于 零 . 当 u tA 上 平凡 时 我 们 
有 ja) 一 1al%swrEC. 由 于 在 定义 | |。 a) mes erm wet 
时 一 0, 我 们 得 知 此 时 六 在 4x 上 亦 平凡 . 于 是 上 面积 分 等 于 


1/2 


T 
vol (Fx MD t”d*z ea # (kdk. 
o F 
因此 第 一 个 积分 等 于 
SEY z #(k)dk, Res > 1/2. 
5 K(A,) 


此 式 显然 可 解析 延 招 至 iR, 且 在 ;= 二 0 处 有 一 单 极 点 ， 

对 于 第 二 个 积分 ,我 们 取 g = 二 ih,2EZCAPL”Y (ONL ADR 
hEL*YCArNGCAF), 则 得 到 
s4172 z 


£ g. 
i i 


# hs)dh| » y| Jaxs, Res > 1/2, 


ie (Ap) \GtAp) TENAN 
当 u E Ag 上 不 平凡 时 这 积分 为 零 , 当 在 AL 上 平凡 时 ,有 
vol (AŽ E* \AX f #(Ah,s)dh, Res > 1/2. 


L” (Ap \GlAp) 
故 第 二 个 积分 等 于 
ELDE Cs, Hp )¢, Res > 172. 
Jacquet RFE Jacquet YEW TIX PAF iR LAPT AY s 
=0 一 处 可 能 为 单 极点 . 
第 三 个 积分 与 第 一 个 积分 相似 ,我 们 可 得 到 


Ag 


199 


ET RTE RET e a a 


ra 


— 3 of COMP kdk, Re s> 1/2. 
S J K(Ap) 
由 于 MOTRA SS EM AAA TA BH EH E iR E 
仅 s= 二 0 一 处 单 极 点 . Al 
ATECg, d ,ss pp dg = 8p) | (A) dk 


ener 
一 CA) — (MCs, ppg Y) Cdk 
S J KtAg) 


十 eCgolcs ,MA TF (2) 
我 们 注意 到 当 wj|zx 平 凡 但 2 | PP LT eG = 0, 


MO, u, p YP kdk = f # (Bak, 
K( Ag) 


KiaAp) 
故此 时 上 式 右 边 在 R 上 解析 ,无 奇 点 . 而 当 «lex 请 | 如 都 平凡 
Ht =l, MO, up’ =—id, H 


lim teCp)I GE e TDS = wuoj Phydk. 
故 上 式 右 边 仍然 在 iR 上 解析 ,无 奇 点 . 最 后 当 plxx 非 平凡 但 el 


lim sel) ICs u u ')# = 0， 


te ERGE iR ERW. 这 就 证 明了 整个 (2) 式 在 iR 上 解析 . 
Jacquet [78j 又 证 明了 

| ATE(e.¢ sz dg 

ZLAPULPINGCAp) 


Xt FEA PE R EX Gs =i 09 iR BY Oe"). 


$3 ” 核 函 数 K 的 积分 


利用 前 节 的 结果 ， 
= 1 z ; =a , eae 
fan Ello IE SSA | ae 
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-Ce i iri E C 可 和 . 4 eee +a MeD rms lense A t 


在 iR 上 解析 , 亦 为 局 侣 ), 且 对 于 任意 a. fel’, 
Gt, psp F hs 8) 

在 iR 上 亦 解 析 ,为 上 的 Schwartz BRIA (dhe WAC) 

的 一 组 标准 正 交 基 , 见 第 四 章 $ 5. 因此 积分 


+00 a 
| CH Gt pp Fb Pde 


ATE Cg $, sity pope dg 


re 
x Í E | 3 ‘| $a sit 5 ft yo ye tr(rjde 
Er 0 l srg’ > ? | 


$f TU BK. Jacquet ”的 文章 中 更 证 明了 了 当 了 7 一 有 x WOR A 
和 F A KCA -A RAR, HA 


oe ea - yf 
| [Gt 2,vdC F848 | 
wal «felt T 


Deed 


ATECg, sits poda| 


afl oe | 
x Sa. | 民 ‘| ,posit 25») g e tr€rjdax | dz 


为 有 限 , 且 当 去 掉 绝 对 值 符号 后 这 式 子 等 于 
Trl 
ese ae Ko 


而 且 此 式 当 了 充分 大 时 等 于 


i } z| 
g| 0 zi ly =。 tr{x)ddady, 


J | 4 
ZaprIGCRNGC4p J EAp TORE 


由 此 可 见 截 算 子 A ET 充分 大 时 对 我 们 要 计算 的 核 淆 数 K ,的 
积分 并 无 影响 . 之 所 以 我 们 仍 要 引进 截 算 子 , 是 因为 我 们 需要 用 它 
来 具体 计算 这 个 积分 . 

为 此 我 们 可 在 上 面 对 : 的 积分 取 了 十 ce 的 极限 : 


十 oo 一 
Jim | CH its pp F Bp 8) 


La 
,| "| |y «trydrdg. 
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rm vmm ee pp ep ne ars ` ， ‘ wane aan EPS d pp a A Pe le a 


p" 
2it 


x [acer F; 312 | aot (kdk — ECO 


x { (M Gi no SRV Ee EOD TG DE 
K(Ap> 


x f 可 | s ?| ,这 | ge tr(x)dzdt. 
Eg © 1 


利用 
+o. 
lim F(t }cosArd¢ = 0, 
十 co 一 
. dt 
lim T itam — = f(0}, 
à= pco] =op t 
K 
. Fao +i dz . 
lim v, p. Feet* 一 =+ ifo), 
Aes -7% t 


我 们 可 将 上 面 对 : 的 积分 改写 为 三 个 v.p. 积分 的 和 而 分 别 对 每 个 
v. p. 积分 求 了 一 十 co 时 的 极限 . 因此 


十 ce 
jim v. Pe} Hit,ps DCT Obet, )| ou | 此 (dk 
x | E| | i i aries) po tr(x)dzdt 
= 22.1100, ps1 YF gg) 
x | de] | $ A $950 sts fe “jy z trír)dz 
及 


十 om 一 
its vp.| CI Git ots) CF) $908) 


T— 4-20 


x [= ôC) ala Mits ps RY Ba 


1 


二 | 
x f z| | „sits ysu go trír)drdt 
BNA, oo 1 | 
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terr A a Se ee 


is SL 0,454 F896 


2 MO, pih, ) CRE 


nfn eee 
故 当 wlsx 平 凡 但 xle 非 平凡 时 ， 


十 oo 


lim | Ga aa F Oga) 


| ATE Ce fait pp dg 
ZAP GUE NGlAp) 


x fe E| ie | ,icp o tr (x)drdt 


= DHO, p, TOF Fp) 
x f 下 | z] ,的 ,Op 中 全 -Crdz 
EMA, 0 1] 
而 当 wlax 与 pw 都 平凡 时 ,并 一 1,M(0,p.p |= id. LPR 
等 于 


十 cc ae 
egov. p. | (Hit, p p DCA Pap Gt, use 8, 


ae e a i 
x f z| | | „Parise | ¢ ° tr(x)dzdt. 
B\Ag 0 1 i 


最 后 当 yla IEEE pl 平凡 时 ,我 们 得 到 同样 表达 式 , 但 积分 
F v.p. 字样 . 

我 们 指出 当 el ax 55 xla 均 平凡 时 ,所 得 的 v.p. 积分 实际 上 为 
普通 绝对 收敛 积分 . 这 是 因为 此 时 


cfd: et _ 
PR z| k a SÍa Ss ft |g 5 tr(zjdx 


在 s 二 0 处 有 一 单 零点 ,正好 与 了 T(Gs,psp 0G. TE s= 0 A RR 
抵消 . 详 见 时 扬 波 的 文章 L601]. 
这 样 我 们 就 得 出 了 最 后 的 结论 . 
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we ee 本 141- a 


定理 RPA f AAT KA) 有限 函 数 的 卷 积 , 则 


rj 1 
K^ («| 了 P x tr e;r lLoddædg 


EREET PO pons 0 


+o 一 -本 
一 3 | Wt sz)" Cf } 
14 一 < 


nta 一 
Ag 


vol( Ax EY \AZ) z| [> 二 | sce. | 
x stare ME? | E > kd i, 多 
人 


X pe tr(xddx Gt, y, a DE, 


tary J 1 f aje 
x | ) $ Ch)dkdk fefee k ka $ 


x prladla [从 Yadxady | dz 


“| 


+ D HO,pp CF") 
HlpX =l, 
wie 


vol(F* NT) 下 人 x ; 7 | 
a [2 | E XART T 1 
4x 2 ENE, DO 1 $s aa 
x ge tr(r)dz - i $a (hydh 
F 


x f | PnC!) BOR) dhdRE’ 
KCAFY KtAp) 
a ay 


Xx Jl | kr 0 1 

其 中 工 为 EE 的 不 同 赋值 w 的 一 个 有 限 和 集合, 包含 所 有 

Archimedes 赋值 ,所 有 |2|。. 关 1 的 赋值 ,所 有 在 E Po F R 

值 w 之 上 的 五 的 赋值 ,及 所 有 使 fo 为 非 球面 梢 数 的 赋值 . 根据 前 
面 的 证 明 与 讨论 ,上 式 右 边 的 积分 与 和 式 均 绝对 收敛 . 

我 们 以 下 记 上 式 右 边 第 一 项 中 的 方 括号 星 的 式 子 为 

aC pit. 而 记 第 二 项 中 方 括号 里 的 式 子 为 C0). ERG 
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prla) la earady | 


kr 


ee Ms -ama o maaan a awama CR ee ` tso ‘a =a may yarma g an nbe 


边 的 绝对 收敛 性 意味 着 
p? 三 lo, CF sit, y) [de 与 


#/ 0 一 1 
AR 


D lee r0 | SB BE. 
# ax 一 


Kaga? 
$ 4 相对 迹 公 式 的 比较 


由 于 


j | Ks | 人 ly ° the p(x ded 
ZAPIGIFING UAp) ESA, cont | & > 0 al] ESF g 


收敛 ,可 知 


| J Ke E o T) |a e trge(xdded 
Zap GGA) ENA, SP "lo 111 EIF gZ 


DR We. 因此 我 们 完全 证 明了 本 章 开 始 部 分 列 出 的 相对 迹 公式 . 本 
节 我 们 计算 这 个 相对 迹 公 式 左 边 的 两 个 积分 


K” ] =) N ¢ | d 
SURP Ss’: | 1! o treyr £ T E 


eee R: 0 


与 
P Dey) Pas r 

pols J jowoan 
由 第 四 章 $ 5 可 知 

Kip hig) 一 Dp (FSN psl F s)Dh) Be), 
其 中 5S 如 前 为 一 个 上 不 同 同 值 的 有 限 集 合 ,包含 所 有 
Archimedes 赋值 ,所 有 在 五 中 分 歧 赋 人 ,及 所 有 121|. 闪 1 的 赋值 
v; 对 2 的 求 和 取 CG(Car) 的 所 有 具有 中 心 特 征 ? 的 自 守 不 可 约 尖 点 
表示 ,要 求 每 一 个 p 都 包含 KES | [KOM BR 

v@S 

f= [f fF) =f fag Ide f= [fo MP i 0G 
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a me ere gaa y 


S, fr E (GE), KF) BPA AA KK(F,}) 不 变 的 球面 函数 ; 
Vs(OA p EZERA E KA FREH RART E 
(Fy , (Palees Al Vs(e) 8 — H th He IE Z EE, ps 为 CFs) = ] [GE 
ves 
E Vs CRR, M po^* 为 与 所 对 应 的 Or GCF KESE 
的 特征 . 
与 此 类 似 
KE ig) = Soh CF IS at Ff SLY Oey, 
a ec J’ 
其 中 了 为 在 所 有 S 中 赋值 v 之 上 的 EE 的 赋值 w 组 成 的 有 限 集 
合 ; 对 的 和 取 所 有 2Z(4as)NGCCas) 上 的 自 字 不 可 约 尖 点 表示 ,要 
求 每 一 个 了 都 包含 KC 7) 一 | 六 CE) 的 单位 表示 ;函数 = 
wt T 

Tht Foal Peed ef = [Lim Pie WETS, 
w g wet 

E H (GE), K (EnD) VrO 为 of 的 空间 中 所 有 在 K CE)’ 作用 
PASE BY le) Bt A AY ETB OL be A Vir Co’ ) BY — 2 ETE 
基 ,or WG Ep) = |] GCEw) 在 Vrto') 上 的 表示 ,而 最 后 NWS 

we 5 
a 所 对 应 的 2 (GCE), K (ETD EKITE TE. 
因此 


| KË | f A tr(rdad 
ena P ad ok 0 1 Cg 


OY 
g 


x pen 
Gall el i; r L ?| Ter) dzdy 
= Do^ Cf ofs,p), 
其 中 í 
a Fr = fapana TP 
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> “zy | l a | : t 
X 2a Da] a i p tr(adr®, te )dg 


及 
b¢fs,p) = PR pst Fs) 


«(Sf 2 Bl | oc rdye,| |? Bde. 


相对 迹 公 式 于 是 可 以 写成 
Den FDS — NAA S afra) 


一 SS HO, p40)" CF ea fy 00H) 


wl xX =] 
Ap 
alag al 


> |. BGE X ADA CF yell, He 


Xia =1 


i S r Cit, fy v) ^ (fs Jet Ss sit, pode. 


jo 


由 于 函数 = [45 if = TD Foe 25 h BR BE AAR 


其 中 SEGOE.) KU.) ii ee a , 我们 知 


道 它们 之 间 的 关系 由 Hecke 代数 的 基 变 换 映 射 或 卷 积 公式 给 出 


HERH, MR VESHE 中 不 分 裂 , 而 四 千 工 为 五 在 ww 之 上 的 赋 
值 , 则 相对 迹 公 式 的 基本 引 理 要 求 A=). A .多 CGCE)， 
天 (F.)) 上 的 一 个 特征 w 实际 .上 等 于 CG CE, K (Ea) EM 


个 特征 cu 一 W, b.: 
Cf) = © CT = oh (fo). 


WME eaS EE 中 分 裂 成 两 个 五 的 赋值 ww. AT, WR A Fat 


公式 的 建立 过 程 要 求 
fo = Fa Sa 
207 


(此 亦 为 基本 引 理 的 -- 部 分 ). 故 对 任意 一 个 总 (GC(F.),K(F,)) 
上 的 特征 w 有 
wy (fy) = a, fy, * fa, = Oy, (CD wo, Fe) 
因此 对 于 任意 G(4z) 的 所 有 具有 中 心 特征 ?的 自 守 不 可 约 尖 点 表 
AR p 来 说 ,其 在 GES, KOED EMRE ex 给 出 了 一 个 
2C(G(E7),K(ET)) 上 的 特征 w: 
P^) = af"). 
同样 道理 ,GG ) KOSE OE rliz, wv)" oR eG h — 
个 GC (GCE"), KET) ERO FTE. BE ER AEA 
nit, u,v)" CF) = H Gt, X XDA FS), 
其 中 jw 二 7,X 一 [xx 一 所 e Ne ur, Mv 不 分 裂 ; 而 


aaa 


Xw, = Her Xu, fa) = Ca) lal, 
WE v Æ EPIRA w 与 ws( 见 参考 文献 L60.]). 
因此 相对 迹 公 式 又 可 写 为 
DF Wsp) 一 De Cf afr!) 


一 SD OXA D CF efr,0,p) 


xla% =1 


pa ae HGe, XD CF) ey Spit 


Pe 


— c(fs,it,ge)) dé; 
其 中 x 与 & 之 间 的 关系 由 上 面 给 出 . 注意 这 里 式 子 的 左 端 为 
GC(ET),K(ET)) 上 特征 的 一 元 穷 线性 组 合 , 而 右 端 为 这 类 特 
征 的 线性 组 合式 的 积分 . 这 些 线性 组 合 的 和 式 与 积分 均 绝对 收敛 ， 
而 函数 了 WUE AGE, KED PERAR. 注意 万 与 fs 
不 能 同时 任意 选取 ,它们 在 建立 相对 迹 公 式 的 时 候 ( 见 第 三 章 
§ 11) 已 经 有 了 相互 关系 : ERA fr 可 以 选取 一 个 fs 使 得 相 
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对 迹 公 式 成 立 , 反 之 任意 给 定 一 个 fs TUR SF, 使 得 相对 
迹 公 式 亦 成 立 . 

利用 上 式 两 端的 绝对 收敛 性 及 了 的 任意 性 ,我 们 订 以 引用 
特征 线性 独立 的 原理 . 在 有 限 和 的 情况 下 特征 线性 独立 性 是 代数 
中 的 一 个 初等 定理 . 在 无 限 的 情况 这 个 特征 线性 独立 性 的 推广 见 
参考 文献 [25] 中 第 221 页 . 由 于 上 式 左右 两 端的 特征 不 一 - 样 , 一 是 
离散 谱 , 一 是 连续 谱 , 我 们 因此 得 出 

Mel C FODS ssp) 一 b2 S Jala 


— X5 HOX, D^ CF Yeslfi,0,X) = 0 


xlAx 一 1 


及 
+a 一 
D | Hx A ON Fei Spits — cfs sit de = 0. 


žila =l 


$5 在 群 表示 论 上 的 应 用 


对 § 4 最 末尾 给 出 的 两 个 式 子 中 第 二 式 可 再 用 特征 线性 独立 

性 ,得 到 

Oi 
这 是 相对 迹 公式 中 fs FF, 的 关系 导出 的 一 个 副产品 . 在 考虑 & 4 
最 末尾 给 出 的 两 个 式 子 中 的 第 一 式 的 应 用 之 前 ,我 们 指出 两 个 群 
表示 的 特征 相等 当 旦 仪 当 这 两 个 群 表 示 等 价 ( 见 参考 文献 [69]). 
在 和 式 

Se CF alfy) 

HRERS a 相等 价 的 情况 ,这 里 d=), rH 
Gal (E/F) 的 一 个 生成 元 . 这 时 vw 与 a 的 特征 相等 

PF = (0 DA CF’), 
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我 们 指引 此 时 
alfy) = alfy). 
事实 上 
a( 六 ,oa 7) =| ary) 


ZAP IGFY\ClAp) 


— {1 l pa 
x >| z| ð H getr(r)dx 2, | {g)dg 


a€é ENAy 
_ flo oxi l 
=| | “| ys treda, 
ced Fay 0 1s ! 


= | FA) 
ZEZA p GICA p) 
hE ZAg)\GUAg) 
X (gh ydgdh 
ae [ROES eh ih > 
= | 了 了 (中 | È. | | oa tr(x)dx E | 
a : l aes? Eg 0 1: 
gE ZAy FG (Ap) 
hE ZLAg)\GtAy) 


x (gh)dgdh. 
5X LD.) er 亦 是 Yr(e') 的 一 个 标准 正 交 基 . 由 于 非 零 函数 
—{l z7 1 
z| 7 i po tr(Ddr Ë, 
不 依赖 于 标准 正 交 基 !{ 名 .}ser 的 选取 ,我 们 得 到 
alfrsa } — acto), 
我 们 对 上 节 最 后 倒数 第 二 式 再 用 特征 线性 独立 性 . 由 于 第 二 
个 和 式 与 第 三 个 和 式 中 群 表示 不 同 ,它们 的 特征 “与 HIO, xX, 
YO ARAL. 故 如 果 我 们 可 取 Ar 及 附属 的 Fs 使 得 als, ) 不 等 
于 零 , 则 必须 有 第 一 和 式 中 的 一 项 迪 人 六 ”)8(fs,p) 存 在 ,使 得 
af) on e'f; 


如 果 与 o EGY, MI MSE CF) BR o o RSH, 
则 


> ae 


plfs,p) =al fy, ), 


而 如 果品 与 等 价 , 则 (六 ,op) =a fis Hale = 
2a( 产 ,o). 这 也 就 是 说 
PCP) =a (Cf pA CP) =O CF) 4 AF") 

对 所 有 满足 基 变 换 映射 =D RENAK f, = So, * fu, F 
与 /都 成 立 . 根据 我 们 对 群 表 示 基 变换 的 定义 ( 见 $ 4), 这 表明 
在 几乎 所 有 赋值 上 RWE p 的 基 变 换 , 这 样 的 oi 被 称 为 o 的 拟 基 
变换 . 根据 参考 文献 L25] 中 的 一 个 定理 ,po 的 氛 基 变换 即 为 p 的 基 
变换 . 这 就 是 以 下 定理 : 

定理 1 设 赤 为 Z(4c)NGL(2,45) 的 -个 自 守 不 可 约 尖 点 表 
AN. UNF w TE GL(2,Ar) 上 特异 , 即 oc AS BET BR o E 
得 


[as IGIF INGA ,Ed 
则 型 为 GL(2,4x) 的 一 个 自 守 不 可 约 尖 点 表示 7 的 基 变 换 , 这 个 x 
的 中 心 特征 为 了 一 加 /Fr 
证 明 设 #$ 为 x' 空间 中 的 一 个 函数 ,满足 
| gg)dg ¥0. 
ZIAPIGEIFING A > 
取 如 上 的 有 限 集 合 S HOT WE p EGEDE A K(E HREM 


数 , 则 $$EVrlr). 由 于 x 为 不 可 约 表示 ,ry HE Vr) EER a 
IE. 由 于 Vrlx ) 中 的 函数 村 不 全 满足 


一 | 1 
| S| F| erada = 0, 
ENE, 0 1 


Eeki 


= 1 | 
f A "| otror)dzg 
xET'J Ag .O 1: 


SES. 故 可 取 fr 使 得 
! > -| | 
“fo Sf, a We eee. = ¢, 


因此 我 们 得 到 arr) SOM AR r HREM TH er AP 
特征 为 Qe. 证 毕 . 

另 一 方面 ,给 定 一 个 E*\Ax 上 的 特征 X,X|lazx 平 凡 但 xia E 
平凡 , 则 我 们 可 取 fr 使 得 


vol(F* \AL) = rat a 
一 


2 — 4 
a pEr 


ffl z ; 
x | z| | | ©0524 1p o tr€x)dx 
BMA, 0 1 t 


x 1 ~ 
= NEMO Ho F p 


Ax a€ r 


«(Sf a Taoro. riaa] a] 
2 im 


非 零 . 再 实 上 ,由 于 并 非 所 有 的 Eisenstein 级 数 对 应 于 风 。tr 的 
Fourier 系数 都 等 于 零 A 


> 下 | =) D 0,X x1} yo trade 
ger? EMAg ede se 


非 零 . 由 于 1700, xX FE VrO. A ERE DE. RMI 
可 取 fy tE 


HOX DOT 


2 z| |? =) ,Pp, 0, Ko ye tr) deg 


HEE Vr AO x 中卫 数 ,例如 某 一 个 OL. 则 对 于 这 个 Ffr 
cz(fr;0,X) 非 零 . 
这 个 非 零 的 系数 出 现在 
Dyo FWD = De CF aSr) 
? Ca 
+ D HOI CF er Sr0 X) 
XI4X 一 1 


KES 
x 
Ar 
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之 中 ,用 特征 线性 独立 性 我 们 就 能 推出 存在 G(4xy 的 一 个 自 守 不 
可 约 尖 点 表示 2; 其 中 心 特征 为 ?sr 使 得 


P(A) = wf = OLOF) 
H 
SCF sf) = cal fr,0,X). 

RM TOO. X "为 p 的 一 个 氢 基 变换 ,从 而 是 p EER, 这 就 是 
下 而 的 定理 . 

定理 2 存在 GC4r}) 上 的 自 守 不 可 约 中 心 特征 为 er 
表示 x, RA G(Az) 上 的 基 变 换 不 是 尖 点 表示 ， 

这 样 的 通常 称 为 GCA4#) 的 -个 二 面体 (dihedral) 表 示 . 

我 们 指出 ,以 上 的 两 个 定理 均 可 利用 Saito”, Shintani®*, 
Langlands "X-F GL(2) 上 基 变 换 的 证 明 结 打 直 接 推 出 , 见 参考 
文献 上 E791. 我们 以 上 的 证 明 并 没有 利用 他 们 的 主要 结果 , 闵 此 可 以 
看 成 是 二 次 扩 域 上 GL(2)? 的 基 变 换 存 在 性 的 -一 个 独立 的 新 证 明 . 


$6 2 命题 


本 节 中 我 们 要 证 明 上 节 第 一 个 定理 的 逆 命 题 . 

定理 设 x 为 Z(Ag)\GL(2,Az) 的 一 个 自 守 不 可 约 尖 点 表 
AR. 如 果 丈 为 GL(2,4r) 的 一 个 自 守 不 可 约 中 心 特征 为 grb RA 
表示 x 的 基 变 换 , 则 x' 在 GL(2,A;) 上 特异 , 凤 vha hE 
个 函数 #4 使 得 


$lg)dg 0. 


| Zi Ap GP NGCA,) 
证 明 OK HZ (Az)\GL(2,4)8)- -个 自 守 不 可 约 尖 点 表 
示 ; 并 为 G(x) 的 一 个 自 守 不 可 约 中 心 特征 为 ww 的 尖 点 表示 r 
的 基 变 换 . 则 在 相对 迹 公 式 中 x,x' 及 其 特征 仅 出 现 两 次 : 
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n^ (SOB Fs) =r CF OF 518) 
及 
ar CF alp), 
a4 ae Ga 等 价 时 有 三 次 ,加 上 
(a 48 OF aCe Daa CF alp). 
(Langlands “EHH f 24 x 为 基 变 换 时 有 wan ,但 我 们 不 需要 利 
用 这 个 结果 . ?如 果 我 们 能 选取 一 个 fs EI bisor) 0, WAH 
特征 线性 独立 性 我 们 可 得 
blfsyn) = al(fi sr ) dB 2alfr, nT ), 
alr) 0. BIB TE EGP) LAS. 下面 的 计算 因此 
me Pe Be 38 ta fo] 49 BI — TES E 
二 = 计生， i x 
bCfs.m) = Fate Fo} >>) 5. a YO dy® 区 
x P(x dz, 
其 中 f= [Th 的 每 个 局 部 函数 的 支 集 都 包含 于 Goz P. 回忆 第 


五 章 §$ 1,Gw 为 GCF,) 中 满足 7.(detg) 二 1 的 g 组 成 的 于 群 . 
考虑 的 一 个 Whittaker 模型 Win.d) ,其 中 对 和 任意 BE 
Vs (MH Wee Wz, OE LMP 
Welg) = la ol | jejzcoadr 
于 是 


Ce), 


b faim) = ms o| W@W, 
ae Jf 
| ĝ 
其 中 到 ,一 Wo 及 =| , J . 我们 以 下 就 要 选择 了 使 得 


Us nF | 5 WIW, |c) 
ved i 


首先 考虑 一 -个 4rX4r 上 的 Schwartz-Bruhat A% 2, 定义 其 
Fourier 变换 为 


Â (z) = f, CDYCyz)dy， 
FxAr 


并 设 260,000. SEER Wx, HH Whittaker AAW, 5 Wa, 
定义 
PGW Wa D= | WCg) WIDAC, Dg) 


NAGIA p 
x |detgi‘dg, Res >l, 
并 将 其 解析 延 拓 至 全 复 平 面 . PR GE BFR 80] aate 
W, 与 丈 : 来 说 在 * 王 1 有 一 个 单 极 点 .于 是 我 们 可 利用 这 个 可 能 
的 单 极点 来 定义 Whittaker 模型 上 的 - - PAR: 
(W,.W,) = —*— limis -- DEG, W, , W, 02), 

{120) :7*! 
其 中 < 为 一 非 零 常数 . 我 们 可 如 此 选取 c (EBA VA Wa) 
FIBRE O Wo 保持 内 积 关系 : 

(D,D) = (We, ,Wo,). 

TÆ {Waj N Wiar DA — REER E. 由 寺 核 函数 KL, SR 


准 正 交 基 {@,}。ej 的 选取 无 关 , 上 面 定义 的 8( 了 ,zt) 亦 与 标准 正 交 
ZE(W secs A VER FCS. 定理 的 证 明 由 以 下 引 理 完成 . 
引 理 1 如 果 上 的 支 集 包含 于 Go W 


OCF naD = Of oz). 
证 明 Whittaker 模型 W (x7. p) E eR W Ce) 7 (dete) A 
成 ,其 中 WEW(r,y). 因此 对 十 W.W.EeWi2. DA 
W,W7.W,@ 7) = WW,), 
RW Oy bees A W Ory.) A —— 48 HELE 26 EE, H. 


x7 r@M = >| W.(g) T (gy (dete rdg Wired. 


ae ZAP IGtAg) 
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由 于 SEG 之 外 为 零 ,我们 得 到 
aF.2QD= >> 


ced PETE 


Wg) f Cgydg We) 


— OCF x). 
引 理 2 对 于 任意 的 一 个 GL(2,A;) 的 自 守 不 可 约 中 心 特 征 
为 ?的 尖 点 表示 x, 存在 一 个 无 穷 次 可 微 在 GoCt4r) 上 具有 紧 支 集 


的 函数 ,使 得 9( fF ,x) 夺 0. 

证 明 首先 假设 rH rO FAS H.W SE Wx, 6) TE Go 
AA PRADA. iV AR Wapo PE KADER PAE A 
数 所 组 成 的 子 空间 . 我 们 可 取 WL EV 使 得 WCGe) 关 0 HWW) 
一 1. HW, 扩展 出 一 个 V 的 标准 正 交 基 , 再 由 此 扩展 出 一 个 
Wir p BY bp HE ELE. WU FE TE GAY) EMI — TAA 天 (4r) 不 变 
的 无 穷 次 可 微 具 有 紧 支 集 的 函数 SOE Co(C4r) 之 外 为 零 , 满 足 
x( JOW =W, H xl fW.=0 (eX 1). Ast 

OCF n) = a fF Wile) Wi) = |W, le)? 0. 
接着 假设 107 与 zx 等 价 , 则 
Werp) = Wola) DW, p), 
EFW Ga, p AW a p PRR E EGA PH BRW (2) PTE 
RATER TW DAW PRERE “ P| Gotan 
(ao 入 Ver(4)) 之 中 的 函数 所 组 成 的 子 空间 . 可 以 看 出 子 空间 
Wair, p) Wiz, WIERA Wola. PTE Go(4r) 的 作用 下 不 可 约 . 
取 W(x,y) 的 一 个 标准 正 交 基 {Ws} 使 得 每 一 个 WwW. RT 
Wo (2d) RIA F Wy Ort) MXE- -ARR ROBT AE G. (Ar) EEL 
有 紧 支 集 的 函数 了, 成立 
AF 一 D5) rf Wee) WiC). 


WEW (rp) 


根据 第 一 种 情况 的 证 明 , 我 们 可 取 FAAS OC Ff ow) o. 证 毕 . 
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se ere Qe oe or se a =e an mma ree pe me e 


附录 之 进 数 与 p 进 数 域 


$1 p tt BR 


我 们 首先 来 看 初等 数论 中 的 一 个 例子 , 即 同 余 方 程 
zê = 2(mod 7”). 
定理 1 Wp 为 奇 素数 ,nE Z-.H—-ERRM.cCZ 满足 (a,p) 
一 1. WY r =a (mod pr*) 有 两 个 解 mod p", WR x 二 a(mod p) 有 解 ; 
而 z*=a(mod pO A, W R x 三 a(mod p) 无 解 . 
定理 第 二 部 分 显然 . 为 证 第 一 部 分 ,我 们 用 上 述 例题 来 说 明证 
明 思 路 .首先 * 二 土 3( 人 mod 7) 为 2? = 2 (mod 7) 的 两 个 解 . 取 r= 
3¢mod 7}, R r=3+7t(mod 77) H x? =2 (mod 7?) 的 一 个 解 , 则 有 
关于 上 的 同 余 方程 9 十 422 + 492? = 2 (mod 77), Bl 9 十 42t 寺 
2(mod 77). 进一步 化 简 得 1 十 6t=0Cmod 7). 于 是 t=1 (mod 7 , 故 
2=34+7(mod 77) A x? =2(mod 72) 的 一 个 解 . 
我 们 可 进而 设 + 圭 3 十 7 十 7 人 (mod 73) 为 2 三 2(mod 73) 的 一 
个 解 , 则 该 同 余 方 程 变 为 
9+7 +6°7+ 6+ 7t = 2¢mod7*), 
其 可 化 简 为 2 十 6t 寺 0(mod 7). RIE #==2(mod 7), H r=3 +7 
十 2。72(mnod 7?) A x* 寺 2Cmod 7;) 的 一 个 解 . 
我 们 也 可 以 由 于 二 2Cmnod 7) 的 男 一 个 解 eA mod 7) 出 发 ， 
通过 类 似 的 计算 ,或 利用 计算 机 ,可 得 x? 圭 2《mod 7”) 的 一 个 解 
T 二 4 十 5。7 十 4。72? 十 5。7 十 4。75 十 5。75 十 4，7 十 2 。78 
十 4。7101 十 5。71 十 5。70 十 6。7! 十 4。715 十 5 6 718 
+5. 7742 6 745 ，72 十 3 。73 十 4 = 74243 © 75477 
二 73 十 3* 723(mod 7°}. 
217 


这 个 解 又 见 参考 文献 E93] 中 第 288 页 . 
反复 应 用 上 述 方法 ,可 得 到 同 余 方 程 =a lmod p") 的 下 列 形 
式 的 解 : 
rea, tap + arp? t e + anp mod p"). 
Fe TE Ube. HE AT] AY 49 Bl - ~~ BFC BF FEY 
To = düs 
zı =a tap, 


T, = ao + a P + p's 
En = ay 十 AP + cis 十 aapa 


满足 xz? =a(mod p™*'), e= x, (mod p"). 这 里 我 们 不 需要 要 求 
La <p. 另 一 种 方法 是 形式 上 写 出 -个 无 穷 级 数 
s = an + ap + ee + ap" +e = D> janp” 


其 满足 s?=a (mod 加) ,对 所 有 n1 Wo. 

Xn 可 以 看 作 s 的 部 分 和 . 在 我 们 前 述 的 例子 中 ,系数 coyai 
看 不 出 任何 规律 ,在 某 种 意义 下 ,一 4 十 5， 7 二 4.7: 十 … 阿 看 作 2 
的 一 个 有 平方根, 类似 于 /2 = 1.41421. 另 一 方面 ,线性 同 余 方 
程 axc=c(mod p") 的 解 可 具有 有 规律 的 系数 ,例如 3r=2 (mod 5") 
的 解 由 形式 无 穷 级 数 

5 一 4 十 1.5 十 3.5: 十 1-.53 十 3 .5 十 .… 

给 出 . 
引进 请 进 数 概念 的 一 个 目的 ,就 是 要 给 这 类 形式 无 穷 级 数 * 
以 一 个 严格 的 定义 及 收敛 的 意义 . 为 此 ,我 们 可 直接 考察 形式 无 穷 
级 数 s, 或 者 如 参考 文献 L941, 考察 s 的 部 分 和 cn 

部 分 和 序列 (zs} 与 一 般 分 析 中 的 无 穷 序列 不 一 样 ,原因 是 
{zn} tS RAE 

XL, = x,-,(mod p”), (1) 
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-一 一 一 一 - -一 一 一 -一 eee -~ s =- b Aih e e ee i e t on 


惟一 性 也 不 成 立 ,例如 
3474+2+¢7 +e5=10+0°74+ 2°77 +, 
两 个 部 分 和 序列 {zx,} 与 {zx} 被 称 为 等 价 ,如 盯 
Ta Sx (Mod 力 "+1) (2) 
对 所 有 n20 成 立 . 可 验证 这 确实 是 - -个 等 价 关 系 . 部 分 和 序列 的 
等 价 类 叫做 p HEBER. 所 有 之 进 整 数 构 成 的 集合 记 作 Z,. 
Z, 是 一 个 环 .为 此 定义 加 法 
{En} 十 {ya} = {£a 十 Yt. 
更 准确 地 说 ,如 果 a. BEZ,. Riz.) 为 等 价 类 a 中 一 无 穷 序 列 , 取 
{yap ERA p 中 一 序列 , 则 {z 十 yw 为 一 序列 满足 
Xn F Yn =Œ Tr) E yni mod p), nl, 
人 因为 a= En + y= yna Mod PORAH a1 成 江 . 帮 由 (1) 可 知 
{zs 十 yy;} 成 一 序列 并 决定 了 一 个 等 价 类 . 记 此 等 价 类 为 et PEZ,, 
并 称 其 为 a 与 8 的 和 .这 里 我 们 还 要 验证 ， 1》 等 价 类 a 十 8 与 序 
列 {z) ,fo 的 选取 无 关 ; (tii) 加 法 是 结合 的 ; Gi) Z, 中 存在 一 等 
价 类 0; Civ) ER eZ, ,存在 一 GZ ,及 (v) 加 法 是 交换 的 . 其 体 
验证 留 给 读者 . 
乘法 由 (zs e {yn} = {nyn E X. 具体 地 说 ,给 定 a. BEZH 
{zn} Sh lye DB a E 8 PHF, WW ay.) H -E E 
Tn = Eayn {mod p*), n >] 
的 序列 , 故 其 确定 了 一 个 等 价 类 eE Ze RIRA FNRA a 
与 f 的 乘积 . 在 此 需要 验证 ; Ci) of 与 序列 :zi 的 选取 无 
关 ; (vii) of 为 结合 的 ; win Z, 中 存在 等 价 类 1; Gx) of BRM. 
Rx) 满足 分 配 律 a(8 十 7) 二 a8 十 a7Y. WARA RRR. 
注意 此 处 0EZ 是 一 等 价 类 包含 序列 10} ,而 等 价 类 EZ, E 
AJEA). 由 于 OO 1Cmod p), 对 序列 {0) 与 11}(2) 式 对 nn 一 0 不 
成 立 . 因此 0 关 1. 下 面 一 个 结论 是 Z, 没有 零 因 子 , 其 证 明 分 为 车 
下 步 . 
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Zp 中 的 一 个 元 素 a RPE MMIC. MRF SCZ, 使 得 af 
=].¢€Z, 为 一 个 可 道 元 素 当 且 仅 当 其 作为 等 价 类 ,包含 一 个 序 
列 {ae} HHA xo 关 0C(mod p). HEL. WR 为- 可逆 元 素 并 成 立 
af =1, H 8 包含 序列 {y,), 则 a8 包含 {zsyn}. 由 a8 二 1 可 知 za3m 
= 1 (mod p"*1) ,n 之 0, 即 (2) 式 对 {zys}) 与 11} 成 开 - 故 特别 有 xoxo 
=1(mod p). 因此 zo 闫 0C(mod pp). 反 之 ,如 果 xo 关 0(mod p), M] Hh 
(1) 式 可 知 

zl = Xn(mod p}, 
Xs = xı (mod pë), 


zs = z, mod p“), 


故 2 2 =r = (mod p). 于 是 所 有 tortta ze t IAE p 
的 倍数 . 因此 我 们 可 找到 yn E raya = 1 Cmod pO RM, 0. 
由 此 可 得 一 序列 {y,). 尚 需 证 明 {y,} 满 足 (1) 式 : 由 taya = 
lmod p") x iyn_1 三 1 (mod p") A] Al rn yYa = Tn yna (mod p”). 
而 由 zs 闫 0(mod p) 49 I= x, mod 大 ) 推 知 y, = yı mod p")， 
n=l. 因此 {y,} 代 表 了 一 个 等 价 类 BE 2 这 就 证 明了 a8==1. 

我 们 以 下 将 Z, 中 可 逆 元 素 组 成 的 集合 记 作 Z;. 

定理 2 任意 非 零 元 素 a€ 2, 均 可 惟一 地 表示 成 a=p"e, 其 
H om>=0,e€ Z7. 

证 明 如果 a A— OMAHA RR m=0. SiR a0 非 可 逆 
元 素 . 作为 等 价 类 ,a 包含 一 序列 {zx,}, 且 plr 由 于 < 天 0, 同 余 式 
二 0Cmod po"+l) 不 可 能 对 所 有 n0 成 立 . 设 za 为 最 小 整数 满足 
za 天 0Cmod pt). 由 pl ao 可 知 m=, Al x.) =O0Gmed p”). 由 

Lm = tn-igmod p7), 


Layi = x,C(mod p"t), 
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mr ee eer 二 -re eet ue tes 一 一 see n s=- r o vea urnie a ar A e a 


可 知 tm- atm amy 二 0(mod p”). EK ya Lmtn/ p7 E Zs 
nozO, FF te FP {Yn $ 从 Ber EE eee) (mod pt) H 


y= a = = y,-,(mod p"), nl. 

故 {yn} 表示 了 一 个 p HERR ce Z,. 由 xm 三 0Cmod p”) 但 x, 
O<mod p**") 8] Fl yo Æ 0 Cmod p), M eC ZS. MH p" yn = emp. 
z.(mod pP ,我 们 最 后 证 明了 pea. 

惟一 性 Rasp e=— p*r, AP k0.7e 27 ES {zri M E, 
E Zr 推出 pl ym Æ pt zn 由 pe = p'y 可 知 zy = 
pie, (mod p°!) 20. W n =m 得 P” Ym = P Zn (mod p”), AA 
PUI p* A km. MR n= k WF p" y= pte, (mod p*t!), Hk 
H p” AE mk. 这 样 我 们 得 到 m=k. 从 pre= p79 我 们 推出 
P” yn = pz, Cmod pt), n 20. BIKE p ymin = P"Lmtn (mod 
Pn) 220, FR RA veer =2mtaCmod pt), 之 0. 由 于 

Yayı = Ya (mod p**"), 


Yat = Ya+1 Mod P= yn+a == ¥,+1¢mod prt ds 


Yanim = Yatm—) (mod p"*™) > ym = Vatm—1 Mod p"t!), 
我 们 得 出 y= ynm = tn n =z (mod p”!1). 最 后 有 e=7. 证 毕 . 

RE Z, 没有 等 因子 . 

证 明 如 果 a 关 0,8 关 0 为 户 进 整数 , 则 <,8 可 写成 a=p”e， 
B=p'7, H P m0, 20,86,70 E ZF. i aB=0. 则 p”*!'*en 二 0. SK 
PA SELL eg, WBE p”'* 一 0. 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 pt 
O(mod p), R nm +e. TE. 

注意 ,定理 2 的 惟一 性 证 明 中 ,等 式 pre p”y 不 能 简单 地 消 
去 p" 而 得 e 二 7, 因 为 这 里 的 p” 为 一 个 包含 序列 { 轨 .ap | OS 
价 类 . 同样 道理 ,在 系 理 的 证 明 中 ,p+**en 二 0 也 不 能 消去 prt 但 
由 于 e) AB Mim. "与! 均 在 ZY PR HEL ey. 
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根据 系 理 ,可 知 Z; AEH. 

FHE Z, 上 定义 赋值 .如 果 a= precz, 为 一 非 零 户 进 整数 ， 
LB m0 ,cE ZX M m 被 称 作 a 的 p BEB. ICE m=», (a). RE 
X a 的 进 赋值 为 

lal, aai nie, 
如 果 a0. 又 定义 10|* 一 0. 由 此 和 定义, 可知 
va (aß) = vla) + (8), 2,8 EZ FF, 
及 
laB|l, = lels + Ils a8 € Zp. (3) 
如 果 a= pe p= ph KP mk, eE Z; M 
a + P= pre + po p™et pty), 
其 中 e+p "7 Z,. BRE », (a+ 2) Evla). 同样 可 证 当 me BT, 
vla tA) Ev, B). BORE 
vla + £) > minl, la), v ED 
及 
le + Blp< max(}o,|.[41,- (4) 
h F kom Net ph "Ve ZS. RAH HBAS v oA 
vM RN lel Æ 18l, BT 
vla + 8) = minr, le), »,(8)) 
及 
|a BI, = max(|e|,, 181,). (5) 
这 几 个 式 子 与 RR 上 及 C 上 的 绝对 值 的 性 质 完 全 不 同 . 由 (4) 式 可 
知 
EE 
故 p 进 赋 值 为 非 Archimedes WE, 4 R ERC 上 绝对 值 的 性 质 
Ina| =n|la|, n © Zao 
不 同 . 
对 于 任意 的 mE Zz p"Z, HEH Z, 中 的 一 个 理想 ,这 由 (3) 
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式 与 (4) 式 可 推出 . 更 进一步 ,p2Z, AZ, 中 的 极 大 理想 . 尘 实 上 ,由 
定理 2 可 得 pZ, UZ% =Z., Z, NZ =D. WI pZ,+Z,. 又 ,如 果 
存在 一 个 理想 J E JS Zz, AR BE 一 pZ,. 故 PEZY 为 可 道 
元 素 , 则 1€.7, 进 而 J =Z. 

利用 这 个 极 大 理想 ,Z,/p2Z, 为 一 个 域 , 称 作 Z, 的 剩余 域 . 构 
造 一 个 上 映射 ZZ, 一 Z/pZ 使 任意 一 个 <xEZ 如 包含 序列 {x,}, 则 其 
RA ze mod p. 由 (2) 式 可 知 此 映射 不 依赖 于 序列 {x,} 的 选取 ,又 
AZ, 上 加 法 与 乘法 的 定义 可 知 此 喘 射 是 一 个 环 的 同 态 , 且 其 核 为 
pZe 因此 , 域 Z,/pZs 与 有 限 域 Z7/pZ 同 构 ,包含 p 个 元 素 , 特 征 为 
$. 


$2 pp 进 数 域 
由 于 Z, 是 整 环 , 它 可 构造 一 个 商 域 
Q, = (Flee € Zop Æ o}, 
其 中 加 法 与 乘法 为 通常 的 加 法 乘法 , 且 0 一 了 ,1 一 证 . 利用 $1 的 


定理 2, 可 知 对 于 任意 Q, 中 的 元 素 右 ,存在 mEZ 与 eEZx 使 得 


gues. ic 
v pE) =m 及 ipele = p™. 

又 设 10|, 二 0, 则 我 们 得 到 O, 上 的 p 进 值 与 p 进 赋值 ,它们 满足 
(3) 式 与 (4) 式 . 当 |a|p 关 181; 时 ,又 成 立 (5) 式 . MRLE T lal > 
0, 及 |al, 二 0 4 HA4 a 二 0. AEI- |, 为 0, ENTE. 

这 个 度量 定义 了 @ 上 的 一 个 拓扑 .由 于 Q; ERRI am laj, 
下 的 像 由 0 与 疡 的 戎 组 成 ,对 任意 OO, mEZ, RA at p"Z, 为 
Q, 中 的 一 个 开 集 , 亦 为 a 的 一 个 开 邻 域 .Q, 又 是 一 个 Hausdorff 
空间 ,这 是 因为 如 果 aA, WAT RR mv, (a— 8), MW ot pZ, Ha 
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HY — PIF IK. TT 8 十 p”"Z 为 8 的 一 个 开 邻 域 , A at "ZF 
(8 十 prZ =D. 

形式 为 a 十 p”"Zj 的 开 邻 域 组 成 < 的 一 个 邻 域 系 ,因此 O, 满足 
第 一 可 数 性 公理 . 这 里 一 个 开 集 序列 {G。} 为 a 的 邻 域 系 ,如 果 

(1) acE Gone 对 所 有 m 成立; 

(2) GuttCGni 

(3) 对 任意 包含 a 的 开 集 G, 存 在 某 个 Gn 使 得 GCG. 
为 了 证 明 我 们 此 处 的 a+ pZ, 满足 条 件 (3), 取 任意 包含 a 的 开 集 
G. WFE 38> 0 使 得 

{z E€ Q,| lz — ej, <8} CG. 

取 mE Z IEI p <e, AWA a+ p"Z,CG. 

开 集 a+ p"Z, 同时 也 是 也 集 ,因为 

a+ p"Z, =0,— U B+pz). 
BEatp 2 

这 里 对 于 pat pZ, RIEA Cot p"Z,) 1 (B+ p"Z,) = BS. EF 
Ry ay FY e 26 Zy 使 得 B+ pe, =a+ pen. 由 此 及 se —& EZ, 可 推 
出 P=at p™(e,—e€atp"Z,. ) 

Q, 作为 一 个 度量 空间 是 完备 的 . 这 里 O, 中 的 一 个 序列 {a,) 
th PR YF Cauchy 序列 ,如 果 当 n,m 趋向 元 穷 大 时 1a 一 a | +0. 一 
个 度量 空间 是 完备 的 ,如果 其 中 每 一 个 Cauchy FRIIS. 而 一 
个 序列 收敛 于 a WR fa,— a), 0624 nn-~>oo0). 

定理 1 Q, 是 完备 的 . 

WEAR i (e) 3 — Cauchy 序列 , 旭 {a,} 有 界 .这 是 因为 可 取 
no 使 得 对 所 有 mn WIL | ay, an | <1. 将 {2,} 每 项 乘 以 同一 个 
p”, 我 们 可 进而 假设 «CZ, 对 所 有 nn 成立 .由 于 Zs/pZs 是 个 有 限 
集合 ,存在 x。EZ 使 得 存在 无 穷 多 个 an= r (mod p). 记 这 些 WH 
ay’. HS Z,/p*Z, RAAR, FE n EZ (BAG of? =x, (mod p?) 对 
无 穷 多 个 a 成立, 记 这 些 a H a, BR x, =r mod p). 利 用 
归纳 法 ,我 们 可 得 一 个 整数 的 无 穷 序 列 {x} 满 足 


z, == Tt_igmod p*), È], 

且 存 在 无 穷 多 个 m =r (mod p*!). XPM rs RRIF p 
进 整数 ,而 子 序列 {at UF p 进 数 a. 由 于 序列 {@,) 为 Cauchy 
序列 ,wm 亦 收 钱 于 a. 证 毕 . 

利用 同一 个 证 明 可 看 出 Z, p"Z, A a+ p"Z, 均 为 列 紧 的 . 
€ 一 个 Hausdorff 拓扑 空间 和 为 列 紧 ,如 果 xX 中 和 鲜 一 个 序列 均 有 
一 个 子 序列 收敛 于 X 中 一 元 素 . ) 拓 扑 学 中 一 定理 称 在 度量 空间 
中 , 列 紧 推出 紧 致 . (X 的 一 个 子 集 4 为 紧 煞 ,如 果 A 的 任何 一 个 
开 覆 盖 包 含 一 个 有 限 子 覆盖 . ) 

我 们 亦 可 直接 证 明 Z, p"Z 及 a p"Z, WEE. 由 于 Zs/ 
PZ, 为 有 限 ,其 射影 极限 

A = hmZ,/p"Z, 

为 紧 致 . (此 处 对 任何 i<j 可 定义 同 态 fp: Zai p’ Ze —>Z,/ PZ, W 
E: 

Ci) fu: Za PZ >l p'Z, 为 恒 等 映 射 ; 

Gi) İF iSIS RE fa © fuy = fu: Z/P Ze —>Z,/p'Zp 
则 2Z,/2'Z, 的 射影 极限 为 一 个 群 4 及 同 态 co : A~Z,/p'Zpsizz0, 
使 得 

1) 对 所 有 jisfa ° =a; 

2) 如 果 有 一 群 B 及 同 态 n: B>Z,/p'Z, 满足 fy, otn 5S 
i; 则 存在 同 态 9: BA 使 得 o, 。0==z ,i 之 0.》) 

要 证 明 A 为 紧 致 ,我 们 指出 对 om S 0, 2Z,/p"Z, WE RK 
Hausdortf,, i | ]2,/p"Z, Oe AK BX Hausdorff. A 为 1 12,/p"2, 


的 一 个 闭 子 群 . 事实 上 ,2,/p"Z。 为 Hausdorff ,于 是 映 到 Zs/ p"Z> 
上 任意 两 个 连续 函数 了 与 ge H BK 


{re []Z,/p7%,| f(z) 一 g(x)) 是 闭 的 . ( 设 f(x) Ag (2). Z 
mb 


"Z, 为 Hausdorff 推出 存在 开 集 U 和 VV 使 得 UV 一 2,fF(x)E€ 
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Ue EV. ii FO) .g (Vie | (2/227, PREAH, AAS 
xz UWS IUCN WIA BH -个 开 邻 域 .其 中 PO) He). A 
i [rE [ZZ f(x) 一 g(z) | WBA 于 是 为 一 组 T[Zzr/ 


m0 
HZ, 中 的 闭 集 的 交 , 因 此 4 是 闭 的 . AO, 是 完备 的 ， 
limZ,/p"Z, = Zp, 


PA Zp 紧 致 . 

由 上 述 结果 ,对 于 任意 aE O,.at+ p"Z, Hah -P RAF DB 
域 ,因此 O, 是 一 个 局 部 紧 的 域 . 

对 任意 素数 ».0,20,H 0, 为 8 EEH,- L TEZEI. 
53—-HH,ROG.AR 是 0 在 通常 度量 |， | 或 | Comex F 
的 完备 化 .这些 是 双 的 仅 有 的 完备 化 ， 

€H 2(Ostrowski) Q 上 任意 --“ 个 度量 或 由 | " Oal) 
给 出 ,或 由 | - (a> Oh He 为 某 一 个 素数 . 

证 明 设 v 为 8 上 的 任意 一 个 韭 平凡 度 基 , 则 存在 两 种 可 能 
YE: 或 存在 一 正 整 数 a> 1 E ola >l, R eI <1 对 所 有 nnE€ 
Zo 成 立 . 先 考 虑 第 一 种 情况 . 由 于 

Any = PU + -e H DOSKE) +Hoe +t pal’ Sn, 
故 可 设 gba) 一 a ,其 中 ocal MEER NEZ- 将 其 表示 为 
N = z + rya + e + Tiat ', 
其 中 Oz, <a, OKIL r 1 因此 NN AEREA ASN 
a*. 和 由 度量 的 性 质 得 出 
PON Plr) 十 Mx) Hla) 十 … 十 PT I PA 
< la — DA Ha H o 十 a"* 1') 


kr __ ka 
a — l a*— 1 
= (a 一 Dat ide 


a*— 1 
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< EREN 一 CN"， 
人 


此 即 gCN) 过 CN", 其 中 常数 CC 与 NN 无关. 将 N RR N mE Z 0, 
则 PCN” = pN) LCN" ,因此 NLY N. R m FH 
大 , 则 得 NSN". 又 设 N=2'—6,0<b<a'—-a' WA 

QIN) = plat) — Wb) = a" — GA). 


由 不 等 式 
Wb) <b" < (at — at 0 
可 得 
ONS a" — (a — at = (1 — [1-4] "Jae 
= Cia" > CN’, 
其 中 常数 Ci 不 依赖 于 N. 取 任 意 mE Zo UAT 
PCN)” = GN") > CN”, 
及 


AN) >/C,N*, 
到 moth NSN". 与 上 面 结果 NOSL" 要 比较 ,我 们 推 
出 BCN) 一 Ne 对 任意 NEZ-。 成 立 . 又 如 = 十 Ni/N, 为 任意 有 理 
BNL N2 E Zoo, Ml 


od AND _ M i 
gr) T An S oN) =T N? 77 |x| ` 


这 样 就 证 明了 如 果 存 在 QZ2;.! 使 得 gla)>] : 则 | 
elr)= |r| Ode]. 

下 面 我 们 假设 对 所 有 nE ZR Gn) <1. 如 果 对 所 有 素数 
p ROSE p(p) 一 1, 则 由 度量 的 性 质 am) = GOGO) ,可 知 pn) = 
] 对 一 切 nE ZR ,与 我 们 关于 8 非 平 凡 的 假设 矛盾 .因此 , 存 
在 某 一 素数 pE p< 又 假设 对 另 一 个 素数 gp. OR 
ME pq )<1, MATH 2 LE Zo AEF pt) 172 9g <1/2. HF p* 
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gq! BH, WR uve ZS up tu’ =, RP pw 1,9) 
1. BK 
1 = 91)= pup + vg) < pupp + PNY 

<1/2+1/2 = 1. 

这 个 矛盾 证 明了 只 有 一 个 素数 p 满足 pC(p) 二 1, 记 9(p) 二 Pp 二 1， 

而 对 于 其 他 任何 素数 q EA wp(qg)?=1. 故 对 任何 a E Ze. MK 

(a,p)=1, H] Ya) 一 !1. R r= p” + (a/8) 为 任何 非 零 有 理 数 ,m EE 

ZasbEZyo, (asp)=(bsp)=1.K 


ox) = gp") aa = op") = por. 


对 这 样 的 一 个 p,0<p<1 ,可 取 o> 0 使 得 p 一 p ", 则 pr) la lg 
证 毕 . 
对 请 进 赋值 的 另 一 种 解释 来 源 于 Haar WE. p 进 域 Q, 作为 
一 个 加 法 群 具有 在 加 法 下 不 变 的 Haar 测度 jg: 
wiz + X) = p(X) 
对 所 有 ceo, 及 所 有 可 测 集 X 成 立 . 对 任意 aC 映射 hax 
4 Q, 作为 一 如 法 群 的 一 个 自 同 构 . 故 ulaX) 亦 为 QO, 上 的 一 个 
Haar 测度 . H F Haar 测度 差 一 个 常数 系数 是 惟一 的 ,我 们 有 
HlaX) = modg, (a)y (X) 
对 任意 可 测 集 X RHP O< p(X) < +00. 显然 mode(o) 不 依 
RF we BX 的 选取 . 
RK X=Z, X a€ p"Z, moo. HF Z AFRA, Z, TWA 
0 二 g(Zp) 二 十 co. 由 于 加 法 子 群 aZ, 在 Z, 中 的 指数 为 加 ,我 们 有 
x(aZs) 一 p "py(Zp). 因此 
modg (a) = lal; 
对 所 有 aS p"Z} ,mm 之 0 成 立 , 此 式 对 a 区 Zs PARI A 
p(aX) = ja| p(X) 
且 对 任意 可 积 函 数 了 成 立 
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hA Fjara z lal, Fda). a Æ 0. 


$3 0Q; 的 扩 域 


ERAK 上 的 一 个 线性 空间 V 被 称 为 一 个 线性 拓扑 空间 ,如 
RV 同时 也 是 一 个 拓扑 空间 并 且 映 射 VXVV: (zyy)hrzr 十 y 
RKXV>V, (a,c) ex 均 为 连续 映射 . 可 部 对 于 一 般 的 一 个 给 
定 的 线性 空间 站 ,可 能 有 多 种 方法 定义 其 上 的 拓扑 结构 ,使 得 V 
成 为 不 同 的 线性 拓扑 空间 . 我 们 要 指出 ,在 下 面 的 特 跌 情况 下 ,使 
得 Y 成 为 线性 拓扑 空间 的 拓扑 结构 是 惟一 的 . 

定理 1 设 下 为 Qs 的 一 个 mn 次 扩 域 , 则 F 具有 惟一 的 一 个 拓 
扑 结构 使 得 AMO, 上 的 一 个 线性 拓扑 空间 . 在 这 个 拓扑 下 ,五 
为 局 部 紧 致 . 

HEE, (2 和 六 在 积 拓 扑 下 即 为 如 此 的 一 个 线性 拓扑 空间 . 
(O,)" 为 局 部 紧 致 是 因为 对 于 任意 点 (zi,…，zr), 其 邻 域 (zy…， 
TAHO ARR IV AO, 上 的 一 个 = RES. fay, 
ze} 为 V 在 8, 上 的 一 组 基 , 则 映射 

Í: Criss a) D aa, 


EA A V 的 一 个 8; 线性 双 射 . 由 线性 拓扑 空间 的 定义 ,可 
知 了 是 连续 映射 . 定理 的 证 明 于 是 就 可 由 下 面 的 引 理 给 出 ， 

引 理 1 六: 亦 为 连续 . MAB. SL 为 开 映 射 ， 

VERA (Weil? ,第 6 页 ) 我 们 需要 证 明 , 对 任意 m0, "ZN 
ds)" 在 下 的 像 均 包 含 V 中 0 的 一 个 领域 . 设 5 为 由 条 件 sup | xi! , 
=] E XK O 的 一 个 子 集 , 则 ogs, S EAR. SCO", H S 
ARM. MOE SCS). A SCS) BR. A, FE O FEV 中 的 一 个 邻 域 
不 ,及 0 在 @ 中 的 一 个 邻 域 2'Z,.4 > 0, ES C'Z,)WCV — 
FCS), BT yW NSO D4 | yl,<p “A ARIE. MK m>o & a€Q, 
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使 得 0< lal <p". Hus D o 为 aW 中 任意 一 点 和 天 0, 艾 
t=) 


HR A (# hsup lz.) = {als U r10. BM xz, =a, el Sin, MK 


=D nun =ar v AF Cal a) ES, RAA ov € FCS) 5 
r=] 


于 wEaW ,又 有 w CyoW EP y= a. HW 及 上 的 定义 ,由 此 可 
lyi >p *.Mleat<p*lal,,Asuplril,=lrl<r™. 因此 ， 
(xy. TE(p"Z)", 同 时 wv 被 包含 于 该 集合 在 了 下 的 像 中 .由 
此 我 们 证 明了 6 p"Z) 08ST aW il aW 为 0 在 VV 中 的 一 个 

定理 1 的 证 明 根据 引 理 1,f WACO, AV 的 线性 拓扑 空 
间 同 构 . WE V 具有 线性 拓扑 空间 的 两 个 拓扑 结构 , 则 每 一 个 拓 
扑 结构 都 同 构 于 (Qus)* 的 积 拓扑 结构 . BE V 的 两 个 拓扑 结构 相 
同 . 证 毕 . 

现在 我 们 回来 再 考虑 扩 域 下. 设 产 为 天 上 的 一 个 Haar 测度 . 
对 于 任意 CCK 及 任意 下 中 的 可 测 集 XX,XX FApGaX) 亦 为 五 土 的 
一 个 Haar 测度 . 因此 

ulaX) = modrla) u(x), 
即 这 两 个 Haar 测度 之 间 差 一 个 常数 因子 . 显然 对 于 任意 2 PEF. 
有 modr(aB)=modp (la)modr(B). 

引 理 2 mod; 在 上 连续 . 

证 明 (Weilr1, 第 4 页 ) 设 久 为 0 在 下 中 的 一 个 开 紧 邻 域 
MEM ae F ME >. FEE KR aX 的 一 个 开 邻 域 U 使 得 
(DD 之 jlaX) 十 e. 设 WV 为 a 的 一 个 领域 使 得 WXXCU, 则 对 所 有 
LEW, B plrX) SK ulaX) tE k 

modsíz) < modrla) + (X) te. 
这 个 式 子 证 明了 mode 为 上 半 连 续 , 特 别 说 来 ,mods 在 0 点 连续 . 
对 于 2X0, H mode (Cr) =modr(x~')7), 8] Si mode FE F* EAR FE 
半 连 续 , 因 此 在 f* 上 也 连续 . 证 毕 . 
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Wlalp=modr(a). 则 对 任何 上 的 可 积 函数 了 成立 
E ( Z |da) = lair], fiodztr), aX. 


由 Fubini 定理 ,对 任何 aEQ, A lair= |a pe Yt FF BE Q, EM lal 
其 空间 ,对 于 任意 的 从 下 到 其 自身 的 Q, 线性 变换 4 我 们 亦 可 定 
X modr(A): 
uCAX) = modp( A) p(X) 
或 当 4 AP] et Re aE et 
| SAM @) dee) = mod; (A) f(oduta). 


引 理 3 我 们 有 
mods(A} = modg (detA) = |detA],. 
证 明 如 果 4 不 可 道 , 则 对 任何 可 测 集 和 成立 AX) =O, 
故 modr(A)=0. 假设 A ABW. IIR FD A FP 等 辐 
FOON A 可 被 写成 下 列 三 类 自 同 构 的 乘积 : (1) 坐标 重 排 ; 


(2) (riset Ta ) F= (aris Tzs" Xn) AED, ; (3) Cris y Za) 1 


(at Daz oy” sX, ) saza" ** 52,6 Qp 对 - 于 第 一 类 自 同 构 ,mody 


为 1 目 命题 成 立 . 对 于 第 二 类 自 间 构 ,mods Wy a 可 由 Fubini 定理 
推出 . 第 三 类 亦 由 Fubini 定理 推出 ,modr 为 1. WEE. 

引 理 4 对 于 任意 0B. =[e EF] |r| re ER. 

证 明 (Weil'21, 第 5 页 ) 由 于 modr 连续 ,B。 为 闭 集 . 设 V 为 
0 在 天 中 的 一 个 紧邻 域 . 取 rE pZ,CO,CF. 由 于 序列 {z 有 极限 
0:r 的 某 一 妖 次 包含 于 .不 失 一 般 性 我 们 可 设 r EV. Mae 五 .. 
由 于 ra BAF 0, 存 在 一 最 小 整数 vo 使 得 re EV. MR a&V, 
R) lak VM raeV—CV). BV- OVRE XW XE 
A, H OX. 设 #=inf |z jr. 我 们 有 >00. 取 整 数 N 1878 |r [F< 
uie WF aE Bua, H vyt EEX, M 

Irlire pe lrale = Irlplale< Irie. 
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N 
故 rsN ,于 是 BC U rV. 这 个 并 集 紧 致 , 故 B。 亦 紧 致 . VER. 


对 于 任意 aEF ,映射 A, x mraz 为 F 在 Qs 上 的 线性 自 同 态 - 
故 |als 二 1detA|s; 且 对 于 任意 a,|els 均 等 于 p H—- TK. 3 a 
SOB}, HE A: rraz AG 同 构 , 成 立 det4 尖 0. 故 |a|lr 一 0 4H 
仅 当 a 二 0. XIR B: x b> Px, M 
jaf |p= |det(AB)|, = jdet4det 吕 |， 
一 |detA|,|detB|, = lairlA ir. 
下 面 的 定理 说 明 |。|* 为 超度 量 的 ,因此 |， |; 为 p 进 赋值 . 
定理 2 成 立 
ja + Ble < max(lals, ||P). 
WAAC Weil"), 38 8,10) 首先 定义 一 个 常数 
A= max |1 + alr, 


lal pl 


则 Al 由 于 满足 |xlr 所 1 的 集合 紧 致 并 且 由 于 函数 11 十 x1s 为 
连续 ,可 知 A<+ 00, on Ja |p iBle, Wl |B/e|p<=1 H 


la + |r = lals 
一 艇 来 说 , 则 有 


i+ £| <Alalr. 
à&a |F 


ja + Plr = Amax( lals, ilr). 
如 果 aeEzZ,, 或 者 <cEZ, 则 lalr= la |31. KR ml, N =2", FR 
1 为 F 的 N 个 元 素 . 对 mi 用 归纳 法 ,可 得 


N 
> z |p S&A" max |x, |r. 
— lan 


如 果 职 部 分 zi; 为 0, 则 上 式 对 六 委 2” 亦 成 立 , 对 下 式 


= a 2 
Cas >| ares p 
=0 


应 用 这 个 估 值 , 则 得 到 
2™ m+1 2” i gt 一 上 
lz + ylF <A max : = Jelp e tyle 。 
oxo” 2 four 
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teran ee up at sa ope 


AFBI yle<hele sues [(7°) | < 得 到 
F 


le + ylk SA* eli, 
亦 即 
jæ + yle < Aero |r| 
Him—> + 00», RAA A ly le<lale IH E |e+yl Sirle. 证 毕 . 
习题 利用 |z|z= |detA|,, HER 
la + lr < max(lalr, |B1r), 
其 中 A; zear. 


$ 4 p 进 域 的 结构 


记 R=Re={zr€ F| |z| 1}, R* =R% = {x EF | |zxle=1)}, 
R P={xEF[ [xle<1l}. BF latyle<max( izis, ylr》 可 知 
R 为 一 环 . R=B, 亦 为 紧 致 .F 的 所 有 在 乘法 下 封闭 的 紧 子 集 均 包 
含 于 R. 因此 REF PERAK TI. R 中 的 可 道 元 素 组 成 
R* ,P AR 中 的 一 个 理想 . 由 于 R=R* UPPER 的 惟一 极 大 理 
想 . 由 上 节 已 知 |als 二 jdet4|,, 其 中 A: rar ilerle Ae HE 
PK. 取 中 为 PP 中 一 元 素 使 得 | 吕 lr 二 supix1r, 则 存在 f> fE 
Fo r= p”. MEER cer" ,我 们 下 面 要 证 明 |x1lr 二 =p ,其 中 
m 为 某 一 整数 . 事实 上 ,如 果 |xz|r 一 p lt Kors, WR 
们 可 于 P 中 找到 元 素 y 使 得 |y|r=p >p) lp SOHNE 
义 不 合 . 因此 对 任意 EF”, rlr Ho MRK, EH =p’. G 
果 |zls=g", 我 们 称 x 的 阶 数 为 m, 记 作 m =ordr(r). MR 
lclr=qu", W] |z Oo" |p=1. r w “ERX. 因此 

P= Uj DRG 
A tO DEE PB HE. © RIRE FARR. 我 们 有 
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MEU W”R*, R = wW”R*, P S TT"R* = DR, 


由 于 P 是 极 大 理想 ,R/P 为 一 个 域 . 设 十 Pz 十 PP,… 为 R/P 
中 不 同 的 元 素 . 作为 陪 集 它 们 互 不 相交 . 利用 Haar 测度 px, 它 们 均 
有 同样 的 体积 uP) OR = T [ee (R). H F 
A(R}Y/AAP)= | T| =q, 

可 知 域 RA/P 中 元 素 个 数 为 9 二 pp/ 这 个 域 叫 做 下 的 剩余 域 ,其 为 
特征 p. 我 们 称 为 剩余 特征 p. 注意 下 是 特征 0 的 . 

EFEX F aEQ, A lalr=— tal’. KR 2Z, 一 Q,[R,p2Zyp 一 0 
OP. 利用 同 构 Z,/pZ,=Z,/Z, P= (Ze + POUPCR/P, RNA 
 F,=Z,/pZ, 看 作 R/P APPR. R/P 在 Z,/pZ, 上 的 次 数 
ZEf H Flple= lp =p" RTE fin. i e=n/ f Ml ple= 
p” =q’ B] orde( p> =e. Khe UMFK OC, 上 的 分 歧 指 数 , 而 了 
ek F EO, LAMB. WR e—-1 A ff 一 n;F RRA GC, 上 是 
非 分 岐 的 . 如 果 ze 一 n,f 二 1, 则 Ff 被 称 为 在 8。 上 完全 分 歧 的 .一 个 
在 Q, 上 完全 分 歧 的 下 如 果 又 满足 pte UF 被 称 为 是 驯 大 完全 
分 歧 的 ;相反 如 果 ple N FERAE Q, 上 是 非 驯 完全 分 野 的 . 

当 五 在 @ 上 非 分 歧 时 ,有 |plr 二 p "=e Ig AE, p 为 
六 的 一 个 素 元 素 , 且 Ff 一 ra. 当 玉 在 Q@。 上 不 是 非 分 歧 时 ,p 


就 不 再 是 下 的 索 元 素 了 .事实 上 ,这 时 |p|ls 一 9 "hk pE O'R. 

定理 1 FF* 具 有 惟一 的 一 个 a 一 1 阶 子 群 M*. 这 个 子 群 由 天 
中 1 的 与 p 互 素 次 的 所 有 根 组 成 . 该 子 群 是 循环 群 . 

证 明 见 参考 文献 [31] 中 第 16 一 18 页 . 

利用 这 个 子 群 Mk ,我 们 有 R> = MX XxX OHP) RT AWE 
成 的 FX ARPT oS ZA: T” tm, BAAR F= 
XR”. 

定理 2 Rptn ve] WR eo 诱导 出 1 十 工 ' 及 一 
1 十 P" 到 其 自身 的 一 个 自 同 构 . XY 是 下 * 的 一 个 开 子 群 ,其 在 
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天 “中 的 指数 为 mac 一 1). 

JERR Weil, 58 32 页 ) RFE Bee Zr Heze 为 1 十 已 上 
的 一 个 自 同 态 . 由 归纳 法 可 证 对 于 任意 ro Retr Cc 
1 十 Pi. FM, ae lalap an R a=0(mod p”), tT rE 
1+P A 2°€14 PP") KR Z 以 ep, BR ZL 
Q, 诱导 来 的 拓扑 , 则 上 映射 a tex? 作为 从 加 法 群 Z 到 乘法 群 1 十 PP 
是 连续 映射 .由 于 1 十 已 紧 致 ,这 个 映射 可 以 惟一 地 延 折 到 加 法 群 
Z, 到 乘法 群 1 十 P 的 一 个 连续 映射 a x. 如果 工 E 1 十 P", 则 对 
于 所 有 aE€Z 有 x El 十 P*, 因 此 对 于 所 有 ce Z,. PRA Eler. 
利用 (C(x) 一 《yr xz” 于 是 可 以 看 出 从 Z,X(] 十 PP) 到 
1 十 P 的 映射 (4a,x) 一 x* 是 连续 的 .这 给 出 了 1 十 PP 的 一 个 Z, 模 的 
结构 . 

MR pin, Wn EZ, PRM, PRIN r ar" IAP LA 
Ma. AULA RY. 当 pte A+ PP) =14+P. ere 
(< 和 是 天 的 一 个 开 子 群 .利用 FP = OX M* XOP) BY 
LF*:(F*)"J=n(a,q—1). 证 毕 . 


$5 特 fF 


对 于 一 个 局 紧 交 换 ( 加 法 ) 群 G,C 上 的 一 个 特征 ( 即 丁 特征 ) 
是 从 G 到 绝对 值 为 1 的 复数 的 乘法 群 的 一 个 连续 同 态 .如果 8g "是 
这 样 的 一 个 特征 , 它 在 gEG 上 的 值 记 作 {g,g*)c 所 有 g' 组 成 的 
集合 GC’ 具有 加 法 交换 群 的 结构 : 

(g B87 + Ee = Csgo * (BBs os 
Ep GpH ORS gEG RAE) 1. 利用 紧 子 集 上 的 一 致 收敛 
我 们 定义 G 上 的 一 个 拓扑 结构 : XI G 的 任意 … 个 紧 子 集 关 及 
任意 一 个 e>0,& 

U(K,e) = {g* € G| Kgg a — 1| <e.V g € K}; 
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则 这 些 UC(K,e) 组 成 G' 中 0° 的 一 个 邻 域 系 的 基 . 在 这 个 拓扑 下 ， 
G~ 叫做 G 的 拓扑 对 偶 . 我 们 可 利用 

CB" Ba = (BB ec 
将 G 与 它 的 拓扑 对 偶 的 拓扑 对 偶 G*' 等 同 起 来 . 

如 果品 为 紧 致 , 则 G* 的 拓扑 为 离散 拓扑 . 如 果 G 具有 离散 拓 
fh WG’ ABR. 为 证 明 这 两 个 论断 , 设 5 为 C 上 的 单位 圆 . mz 
G RAR. UG 为 乘积 So 的 一 个 闭 子 群 . 此 时 G* 的 拓扑 等 同 于 
RASC STG Fh. 因此 G 是 紧 致 群 5S° MT THR BR. Ri 
转 而 设 C 为 紧 致 . 由 于 这 时 可 取 天 一 C, 我 们 可 以 考虑 UG. e). 4E 
取 一 充分 小 正 数 o> 0 WER e EGC" ,映射 g lgsg” co HR 
AS 的 一 个 子 群 . 由 于 满足 条 件 |z 一 11<s,zrES 的 5 的 子 群 只 
有 {1}) ,我 们 得 出 UCG,e) 二 10'), 因 此 G' 具 有 离散 拓扑 . 

设 五 为 上 的 一 个 闭 子 群 , 则 在 右上 平凡 的 GG 上 的 特征 组 成 
C ”的 一 个 闭 子 群 , 叫 作 H 的 对 偶 , 并 记 作 五 .. 玉 .与 (G/H)'* 同 
构 . WE H RA AAO C/A 离散 .因此 (Gy 万) SHAE 
RX, 4AM H 为 开 闭 子 群 .将 G AIE G 的 对 偶 , 我 们 又 可 证 明 
H 为 紧 致 当 且 仅 当 H. HAATTE. 

以 上 构造 可 以 应 用 于 一 个 p HERP 上 的 任意 - :个 有 限 维 向 
EZ V. ik V'A V 的 朱 扑 对 侦 , 则 WV’ 同时 也 是 下 上 的 一 个 向 
其 空间 ,其 中 对 于 任意 wv" CV" ae Fv"a 为 由 下 式 定义 的 特征 . 
v > lavo Yy V RRA ER. 

定理 1CWeilt ,第 6,7 页 ) 设 V 为 政 上 的 一 个 局 部 紧 的 拓 
扑 向 量 空间 , 则 V 在 下 上 为 有 限 维 . 

证 明 Rac FE O<lale<l. AF Be= {1E F| |z] 
AR F F oO 的 一 个 邻 域 基本 组 ,有 lim a" 一 0. 因此 0 过 mody la) < 
] ,其 中 modv (a) 以 通常 的 方式 由 

A(aX) = mode ladu X) 
定义 ,这 里 LAV 上 的 任意 一 个 Haar 测度 ,大 AV 中 任意 一 个 可 
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测 子 集 , 且 0 过 px(XX) 过 十 mw, 设 V' 为 V 的 一 个 有 限 维 数 为 4d 的 子 
空间 , 则 V' 在 V PRAM. REE W 为 Vi 在 V 中 的 闭 包 , 任 
取 wEW. 由 VW 与 w 生成 的 向 量 空间 wW A RE, E vV E Ww 
HEK, FER wEV’. 由 此 可 知 WCYVY'.V' 作 为 V 的 一 个 闭 子 
群 ,V' 亦 为 局 紧 .由 于 V 局 紧 , 商 空间 VW 二 V/AV' 为 局 紧 . 根据 
Fubini 定理 
mody(a)= mody (a}mody-(a) 
= (mod;(a))*mody-(a). 
这 里 ,由 于 lima" 一 0, 可 以 看 出 当 克 天 10} 时 modv-Ca) <1, M V” 
一 (0} 时 mody-(a) = 1. 故 成 立 
0 < mody la) < (mods la)". 
这 个 不 等 式 给 出 了 4d 的 一 个 上 界 , 因 此 Y 为 有 限 维 . 证 毕 . 

对 于 上 述 向 量 空间 了 ,我 们 又 可 考虑 其 代数 对 偶 V' ,其 定义 
AV 上 所 有 五 线性 形式 组 成 的 向 量 空间 . 对 于 vE REV, 
记 线 性 形式 v ERE w 上 的 值 为 Lo,o WV 为 EDP 
间 , 其 定义 由 [av,vbjy 二 a[vov vo 给 出 ,其 中 vwEV,v EV a,b 
EF. 

设 X 为 F 的 加 法 群 的 任意 一 个 特征 , 则 对 于 任意 vwEV, 映 
Stu tex Lv.’ RE V 的 -一 个 特征 ,其 原因 是 

Xv 十 vsv I= xio sv] H vv ]y) 
= Xv IXC vv Jy). 
因此 对 于 任意 EV ,存在 拓扑 对 偶 中 的 一 个 元 素 w" EV '* 使 得 
(vv dy = XC ,vw Jv). 
这 个 映射 普 Fr 太 给 出 了 代数 对 偶 与 拓扑 对 偶 之 间 的 一个 关系 . 

定理 2 RV A p ROR LH TARAS Sl. x 

为 的 一 个 非 平 几 加 性 特征 , 则 由 
(u,v dy = Xv ,vw Jv) 
给 出 的 映射 v eo A VBI VE ee ee a ad 
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证 明 见 参考 文献 [31] 中 第 40,41 页 . 

RE 取 焉 与 多 如 定理 2, 则 五 的 每 一 个 加 性 特征 都 可 以 惟 
一 地 写成 : e xr) HPs AF PH—-TR. 

利用 tavwyv* v=o’ QJvsaEF, 我 们 可 证 明 下 上 特征 的 另 
一 个 性 质 . 设 工 为 了 的 任意 一 个 团子 群 , 如 上 定义 世 的 对 偶 工 .为 
“的 一 子 群 , 其 元 素 为 满足 (wo =l vE DW uv". RVSF. 
MR LAP RAL. UAT RR. 如 果 工 一 RR, 则 工 紧 致 且 
开 , 故 荆 : 亦 为 紧 致 是 开 . 特别 是 , 荆 . 不 等 于 10’}. 因 此 存在 一 个 非 
平凡 的 特征 XEL.CG' 使 得 其 在 R 上 平凡 .根据 系 理 , 对 于 任何 
LEG’ ,存在 veZ 使 得 该 特征 在 PP 上 平凡 . 我 们 称 使 xX 在 POE 
平凡 的 最 大 的 整数 v€EZ 为 非 平 几 特征 的 阶 , 记 作 v==ordr(《X)， 

下 面 我 们 转 而 讨论 下 上 的 积 性 特征 ， -个 群 G 的 一 个 所 特征 
是 从 GG 到 C* 的 一 个 连续 同 态 . G 的 一 个 特征 是 从 G 到 S= 
{zEC| |z|=1}H—-TERAA. 

RH G 的 每 一 个 拟 特 征 o 都 是 一 个 特征 . FPR Eg > 
lol AA GA RATERS. AFC 紧 致 ,其 像 亦 紧 致 . 
由 于 RY 的 惟一 的 紧 子 群 是 {1},w 为 特征 ， 

一 个 局 的 特征 w MRM PTA gE G RE Reloge) >0, MH 
为 平凡 特征 . SSE ERR cz EC, |z|=1,Rez>0,241, Ml 

z=e™, 0 一 | <]174. 
设 为 满足 nlt| 之 省 的 最 小 整数 , 则 
(m—1) |¢|<1/4, 
BO /4<in |t} <1/2, H Rele") <0. RBG 
tz E€ C| lz] = 1,Rez > 0} 
不 包含 C* 的 除 {1} 以 外 的 任何 其 他 子 群 . EE GE o FRED 
{1}. 

WF p HERR 下 我 们 有 FX =XR APO PRICK OE 

RASH OMA PFA 生成 的 RY 的 子 群 ,其 同 构 为 ”> 
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na - -~ ' 下 we EE 


[o"|,=¢". 由 于 RY 的 每 个 拟 特 征 都 可 写成 + cerns EC, El 
互 上 的 拟 特 征 都 有 如 下 形式 : x tlle. 

由 于 RRA, RERE ARTE. 子 群 I+P’ OSI) 
组 成 1 的 一 个 紧邻 域 基本 组 . 由 于 特征 o HIER. ERR el 
(#78 w Æ+ 上 平 几 . 设 下 为 使 w(x) 一 1 ,XE€ R72 E11 +P R 
WAAR DAE ER P= OR 被 称 作 ww 的 前 导 子 ,而 了 为 w 的 
前 导 子 指数 . 
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